ММ263
Конкурсная задача ММ263 (4 балла)
Решения принимаются до 27.03.2021
Сколько решений может иметь уравнение [3x]{x} – [x]{3x} = c, в зависимости от значения параметра c?
([x] и {x} означают соответственно целую часть (пол) и дробную часть числа x.)

             Для любого целого «n» получаем:
[nx]{x} – [x]{nx} = c
c=[nx]{x} – [x]{nx} =[nx](x-[x])-[x](nx-[nx])=([nx]-n[x])*x=
([n([x]+{x})]-n[x])*x=(n[x]+[n{x}]-n[x])*x=[n{x}]*x;
c=[n{x}]*x

Для n=3 получаем c=[3{x}]*x
0≤{x}<1/3 :=> [3{x}]*x=0  :=> c=0 :-> для любого 0≤{x}<1/3  то есть для любого m≤x<m+1/3 где «m» любое целое число.
(1/3) ≤ {x} < (2/3)  :=> [3{x}]*x=x :=> |{c}=[1/3_2/3) :-> x=c|
(2/3) ≤ {x} < 1 :=>   [3{x}]*x=2x :=> |[c]=2m+1; {c}=[1/3_1) :-> x=c/2|
:=>
Получаем что всего есть 4 варианта, либо уравнение имеет бесконечное количество решении, либо 2, либо 1, либо нету решении. 
Бесконечное количество решении соответствует только одному значению «с», и это с=0, 
и решением для с=0 подойдёт любое {x}<1/3
Уравнение имеет два решения, когда ([c] mod 2=1; (1/3) ≤ {c} < (2/3) ) :-> (x=c; x=c/2 )
Уравнение имеет одно решение, когда ([c] mod 2=0; (1/3) ≤ {c} < (2/3) ) :-> (x=c) либо ([c] mod 2=1; (2/3) ≤ {c} ) :-> (x=c/2)
Уравнение не имеет решении, когда (|c|>0; {c}<1/3) либо ([c] mod 2=0; (2/3) ≤ {c} )


В обобщении решении этой задачи, можно выделить три группы такого типа задач.
1. [nx]{x}-[x]{nx}=c   (n - целое число)
2. [qx]{x}-[x]{qx}=c   (q – рациональное число)
3. [rx]{x}-[x]{rx}=c    (r – иррациональное число)

1. [nx]{x} – [x]{nx} = c
c=[nx]{x} – [x]{nx} =[nx](x-[x])-[x](nx-[nx])=([nx]-n[x])*x=
([n([x]+{x})]-n[x])*x=(n[x]+[n{x}]-n[x])*x=[n{x}]*x;
c=[n{x}]*x
[n*{x}]=k :-> n{x}=k+t :-> {x}=(k+t)/n :-> |c=k*x=k*[x]+k(k+t)/n  x=c/k|; 
(Если n>0 :-> k - целое число в диапазоне [0_(n-1)]; Если n<0 :-> k - целое число в диапазоне [n_0]; 0≤t<1 ); 
c/k=x=[x]+(k+t)/n :-> nc/k=n*[x]+k+t :-> |[nc/k-k] mod n=0 (c/k=x)| :-> |[n*{c/k}]=k  x=c/k|
Получается, что для любого «n», когда с=0 уравнение имеет бесконечное количество решении, 
и любое вещественное число у которого {x}<1/n будет решением уравнения.
Дальше для сжатия текста, будем обсуждать только положительные «n», так как для отрицательного принципиального изменения нету, но некие параметры для них (диапазоны) меняют порядок написания и разнятся на 1, и каждый раз это писать лишнее.
Когда |c|>0; и  |[n*{c/k}]=k не для одного «k» из диапазона [k=1_(n-1)] не выполняется, уравнение не имеет решении.
В общем, когда |c|>0, множество решении уравнении для конкретного «с» может быть только в виде x=c/k, где «k» натуральное число, и для каждого «x» принимает значения из некого подмножества множества k=[1_(n-1)], которое подходит именно этому «x». И x=c/k является или нет решением для конкретного «с», зависит от двух параметров, от ([c] mod k) и в каком диапазоне находится {c}. Таким образом подставляя в формуле c=k*[x]+(k^2+kt)/n вместо «k» целые числа из  [1_(n-1)], каждой 0<k<n сопоставляется его группа c=k*[x]+(k^2+kt)/n, и определяется параметр ([c] mod k) и в каком диапазоне должен находится {c} чтобы х=с/k был решением уравнения. То есть определяется два параметра этой группы, ([c] mod k) и диапазон {c} для тех значении «с» для которых х=с/k является решением уравнения.
Потом {с} делится на диапазоны [1/n_2/n); [2/n_3/n),…,[m/n_(m+1)/n),..,[(n-1)/n_1) и в каждом диапазоне определяется с какими параметрами [c] нету решении, с какими ровно 1, с какими ровно 2 и т.д с какими ровно (n-1)
И в конце все значения «с» которые имеют такие параметры, при которых количество решении ровно «L» объединяются в новую группу под номером «L»
И для |c|>0, «L» никогда не может превысить (n-1).
[bookmark: _GoBack]
Пример решения для n=7
[nx]{x} – [x]{nx} = c; n=7; c=k*([x]+(k+t)/7); 
(k=0  c=0);  ({x}<1/7  c=0)
k=1 -> c=[x]+1/7_2/7; -> |1/7=<{c}<2/7| :-> x=c
k=2 -> c=2[x]+4/7_6/7;  |([c] mod 2=0; 4/7=<{c}<6/7)| -> x=c/2
K=3 -> c= 3[x]+9/7_12/7=3[x]+1+2/7_5/7; |[c] mod 3=1; 2/7=<{c}<5/7|:-> x=c/3
K=4 -> c= 4[x]+16/7_20/7 = 4[x]+2+2/7_6/7;  |[c] mod 4=2; 2/7=<{c}<6/7|:-> x=c/4
K=5 -> c= 5[x]+25/7_30/7 = (5[x]+3+4/7)_(5[x]+4+2/7);  |[c] mod 5=3; 4/7=<{c}<1|U|[c] mod 5=4; 0=<{c}<2/7|:-> x=c/5
K=6 -> c= 6[x]+36/7_42/7 = (6[x]+5+1/7)_(6[x]+6); |[c] mod 6=5; 1/7=<{c}<1|:-> x=c/6

{c}=[0_1/7) :-> (c=0  {x}<1/7)
{c}=[1/7_2/7) :-> |k=[1.(1,5).(1,6).(1,5,6)]; [c]=([x]; 5[x]+4; 6[x]+5)|
{c}=[2/7_4/7) :-> |k=[3.4.6.(3,4)];  [c]=(3[x]+1; 4[x]+2; 6[x]+5)|
{c}=[4/7_5/7) :-> |k=[2.3.4.5.6.(2,4)(2,3)(2,5)(5,6)(2,3,4)(2,3,5)(2,3,4,5];  [c]=(2[x]; 3[x]+1;  4[x]+2; 5[x]+3;  6[x]+5)|
{c}=[5/7_6/7) :-> |k=[2.4.5.6.(5,6).(2,4,5)];  [c]=(2[x]; 4[x]+2; 5[x]+3;   6[x]+5)|
{c}=[6/7_1) :-> |k=[5.6.(5,6)]; [c]=(5[x]+3;   6[x]+5)|

По количествам решении
4 – {c}=[4/7_5/7) – k=(2,3,4,5) – [c] mod 60=58

3 – |{c}=[1/7_2/7); (1,5,6); ([c] mod 30=29)|U
|{c}=[4/7_5/7) –> [(2,3,4) - ([c] mod 60)=(10,22,34,46)]; [(2,3,5) – ([c] mod 60=28)] |U
|{c}=[5/7_6/7) :-> [(2,4,5) – ([c] mod 20=18)]| 

2 - |{c}=[1/7_2/7) :-> [(1,5) – ([c] mod 30)=(4,9,14,19,24)]; [(1,6 ) – ([c] mod 30)=(5,11,17,23)]|U| [2,4) :-> [(3,4) – ([c] mod 12=10) |U
|{c}=[4/7_5/7) :-> [(2,3) – ([c] mod 60)=(4,16,40,52)]; [(2,4) – ([c] mod 60)=(2,6,14,26,30,42,50,54)]; [(2,5) – ([c] mod 60)=(8,48)]; 
[(3,5) – ([c] mod 60)=(13,43)]; [(5,6) – ([c] mod 30=23)]|U
|{c}=[5/7_6/7) :-> [(2,4) – ([c] mod 20)=(2,6,10,14)]; [(2,5) :-> ([c] mod 20=8)]; [(5,6) – ([c] mod 30=23)]|U|{c}=[6/7_1) :-> [(5,6) – ([c] mod 30=23)]|

1 - |{c}=[1/7_2/7)-1- ([c] mod 30)=(0,1,2,3,6,7,8,10,12,13,15,16,18,20,21,22,25,26,27,28)|U
|{c}=[2/7_4/7)-3; 4; 6 – ([c] mod 12)=(1,2,5,6,7,11)|U
|{c}=[4/7_5/7) – 2;3;5;6 – ([c] mod 60)=(0,1,3,5,7,11,12,17,19,20,24,25,29)|U
|{c}=[5/7_6/7)- 2; 5; 6 – ([c] mod 60)=(3,4,5,11,12,13,16,17,20,24,29) |U
|{c}=[6/7_1) - 5; 6 – ([c] mod 30)=(3,5,8,11,13,17,18,28,29)|

0 – |{c}=(0_1/7) подойдёт любой [c]|U
|{c}=[2/7_4/7) – ([c] mod 12)=(0,8,9)|U
|{c}=[4/7_5/7) – ([c] mod 30)=(9,15,21,27)|U
|{c}=[5/7_6/7) – [c] mod 30=(1, 7, 9, 15, 19, 21, 25, 27)|U
|{c}=[6/7_1) – [c] mod 30=(0, 1, 2, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27)|




2.  [qx]{x}-[x]{qx}=c   (q – рациональное число)
|q=a/b; x=b*y| :-> уравнение переводится в следующее [ay]{by} – [by]{ay} = c
Где (a,b) целые числа.
c=[ay]{by} – [by]{ay} = [ay]*(by-[by])-[by]*(ay-[ay])=(b[ay]-a[by])*y=
(b[a([y]+{y})]-a[b([y]+{y})])*y=(b[a{y}]-a[b{y}])*y
c=(b[a{y}]-a[b{y}])*y 
|b[a{y}]-a[b{y}]=k  x=by=bc/k| 
y=[y]+(m+t)/(ab); И решается примерно также как и [nx]{x} – [x]{nx} = c, 
то есть {y} делится на равных диапазонах, и количество диапазонов = |ab|, 
{y}=(m+t)/(ab); m=[0_(ab-1)] и 0=<t<1 если (ab)>0 и  m=[(ab)_0] и 0≤t<1 если (ab)<0 
Для каждого диапазона вычисляется его «k=b[a{y}]-a[b{y}]», потом вычисляются параметры «с»
и получаем что, когда «с» удовлетворяет этим параметрам :-> y=c/k является корнем уравнения.

Например для c=[(3/2)*y]{y}-[y]{(3/2)*y}; делаем подстановку y=2x :-> c=x*(2[3{x}]-3[2{x}])
[{x}<2/6  c=0]; 
2/6≤{x}<3/6 :-> c=2x; |x=c/2 :->|[c]=2[x]; {c}=[4/6_1)||; 
3/6≤{x}<4/6; k=2[3{x}]-3[2{x}]=-1; :-> |{c}=(2/6_3/6] :-> x=-c|  
4/6≤{x}; k=2[3{x}]-3[2{x}]=1; :-> |{c}=[4/6_1)|->x=c|
0<{c}<1/3 нет решении; 1/3<{c}=<1/2 -> x=-c;  1/2<{c}<2/3 нет решении, |[c]=2n, 2/3<{c}|-> |x=c; x=c/2|; |[c]=2n+1, 2/3<{c}|-> x=c.

бесконечное количество решении, с=0 :-> все |{x}<1/3|;
два решения -> |[c]=2n; 2/3=<{c}|-> |x=c; x=c/2|
одно решение [|1/3<{c}=<1/2| -> |x=-c|] U [|[c]=2n+1; 2/3<{c}|->|x=c|]
Нет решении ||c|>0; 0=<{c}<1/3| U |1/2<{c}<2/3|
И для ответа на вопрос: «сколько решений может иметь уравнение [(3/2)*y]{y}-[y]{(3/2)*y} = c, в зависимости от значения параметра c», не надо переводить обратно «х» в «y», так как этим ответ не поменяется, то есть на «с» это не повлияет.


3. [rx]{x}-[x]{rx}=c    (r – положительное иррациональное число)

 [rx]{x}-[x]{rx}=c
x=k+(m+t)/r
(m+[kr+t])*(m+t)/r-k*{kr+t}=(m+[kr+t])*(m+t)/r-k*(kr+t-[kr+t])=(k+(m+t)/r)*[kr+t]+m(m+t)/r-k(kr+t)
(m+[kr+t])*(m+t)/r-k*{kr+t}=(m+kr+t-{kr+t})*(m+t)/r-k*{kr+t}=(m+kr+t)*(m+t)/r-(k+(m+t)/r)*{kr+t}=
(k+(m+t)/r)*(m+t-{kr+t})=c
c=(k+(m+t)/r)*(m+t-{kr+t})
Есть два варианта: 1). 0<t<1-{kr}; и когда r>1 2). 1-{kr}=<t<1
1. c=(k+(m+t)/r)*(m-{kr})
2. с=(k+(m+t)/r)*(m+1-{kr})
Значит уравнение имеет решение, когда «cr» входит в диапазон 
(kr+m)*(m-{kr})_([kr]+m+1)*(m-{kr}) U ([kr]+m+1)*(m+1-{kr})_(kr+m+1)*(m+1-{kr})
Где «k» любое целое число, а «m» любое неотрицательное целое число, не превышающее «r»
          Когда с=0 имеется бесконечное количество решении и это k=0; m=0; 0=<x<1/r;
Но в общем для любого конкретного положительного иррационального числа «r», дать полный расклад сколько решений может иметь уравнение [rx]{x} – [x]{rx} = c, в зависимости от значения параметра c, задача примет серьёзные формы, полное решение которого будет очень громоздким и несопоставим для решения тут.
Но задачу можно упростить, и на его основе можно создать много интересных задач для марафона.
Например, найти пару иррациональных чисел (r,c) для |c|>0 когда уравнение однозначно имеет больше одного решения, и привезти эти решения.
Либо привезти такую пару иррациональных чисел (r,c) |c|>0 для которых задача однозначно имеет бесконечное количество решении, и привезти эти решения.
И т.д.




