ММ264
Конкурсная задача ММ264 (4 балла)
Решения принимаются до 04.04.2021
Назовем пару натуральных чисел a и b аддитивной, если τ(a+b)=τ(a)+τ(b),σ(a+b)=σ(a)+σ(b) и φ(a+b)=φ(a)+φ(b). Доказать, что существует бесконечно много аддитивных пар.
(τ(n), σ(n), φ(n) - количество натуральных делителей, сумма натуральных делителей и функция Эйлера соответственно.)
 
n ∊ ℕ; n=∏{j=1..k}{(p_j)m_j}; {p_j}-> множество простых делителей «n»;  
τ(n)=∏{j=1..k}{1+m_j};  σ(n)=∏{j=1..k}{[p_j(m_j+1)-1]/(p_j-1); n>1};   φ(n)=n·∏{j=1..k}{(p_j-1)/p_j}
[bookmark: _GoBack]Так как, если «g» и «n» взаимно простые, то {τ(g⋅n)=τ(g)⋅τ(n); σ(g⋅n)=σ(g)⋅σ(n);  φ(g⋅n)=φ(g)⋅φ(n)} :=>
Если найти одну аддитивную пару (m,n), то умножив их на любое натуральное число «g», которое взаимно простое с «m⋅n⋅(m+n)»
(то есть НОД{g; [m⋅n⋅(m+n)]}=1) получим новую аддитивную пару, а так как таких чисел для любого (m; n; (m+n)) бесконечное количество, значит задача сводится к тому чтобы найти хотя бы одну аддитивную пару. 
Обозначим эту аддитивную пару как (m, n), то есть мы ищем такую пару натуральных чисел (m, n), чтобы выполнялись следующие равенства: 
τ(m+n)=τ(m)+τ(n),  σ(m+n)=σ(m)+σ(n) и φ(m+n)=φ(m)+φ(n).
Берём пять попарно разных простых чисел (a,b,c,d,e,f), если m=ab; n=c2⋅d; (m+n)=e4⋅f, то условие 
τ(m+n)=τ(m)+τ(n) всегда будет выполнятся, так как 
τ(m+n)=τ(e4⋅f)=(1+4)·(1+1)=10; τ(m)+τ(n)=τ(ab)+τ(c2⋅d)=(1+1)+(1+3)⋅(1+1)=10.
 
1. ab+c2⋅d=e4⋅f
1. φ(ab)+φ(c2⋅d)=φ(e4⋅f) :=> (a-1)(b-1)+c(c-1)(d-1)=e3⋅(e-1)(f-1) :->
ab+c2⋅d-(a+b)+1-c2-cd+c=e4⋅f-e3⋅(f-1)-e4 :-> (a+b) -1+ c(c+d-1)=e3⋅(e+f-1)
1. σ(ab)+σ(c2⋅d)=σ(e4⋅f) :=> (a+1)(b+1)+(c2+c+1)(d+1)=(e4+e3+e2+e+1)(f+1) :->
ab+c2⋅d-e4⋅f+(a+b+1)+c2+cd+c+d+1=e4+(e3+e2+e+1)(f+1) -> a+b+c2+cd-1-c-e4-e3⋅f+e3+3+2c+d=2e3+(e2+e+1)(f+1) ->
3+2c+d=2e3+(e2+e+1)(f+1)
 
1. ab+c2⋅d=e4⋅f
1. (a+b) -1+ c(c+d-1)=e3⋅(e+f-1)
1. 3+2c+d=2e3+(e2+e+1)(f+1)
  
c=2; e=3; a<b.
1. ab+4d=81f
1. 2d+a+b+1=54+27f
1. 7+d=54+13+13f; d=13f+60
120+a+b+1=54+f; a+b=f-67
ab=81f-52f-240=29f-240.
a·(f-67-a)=29f-240; f⋅(a-29)=a2+67a-240
f=(a2+67a-240)/(a-29)
a2+67a-240=a2+67a-96⋅29+96⋅29-240=(a+96)(a-29)+2544
f=a+96+2544/(a-29)
a+b=f-67=a+29+2544/(a-29)
(a-29)(b-29)=2544=23⋅3⋅53
a<b :-> (a-29)<25441/2<51:-> a<80;
и (а-29) и (b-29) обе чётные (так как «с»=2 -> (a;b) нечётные), значит (а-29) mod 8=либо 2 либо 4 (так как 2544 mod 16=8)
Значит (а-29) один из (2,4,6,12) (чётные делители 12), так как это все чётные делители 2544/2 которые меньше 51. 
Но так как «а» простое число, остаётся только два варианта, а=31;  а=41
a=31; b=1301; f=1399; d=13⋅1399+60=18247=71⋅257# (не подходит так как «d» получается составное число)
a=41; b=241; f=349; d=13⋅349+60=4597 (подходит, так как все числа получаются простыми)
 
a=41; b=241; c=2; d=4597; e=3; f=349
(m+n)=ab+c2⋅d=41⋅241+4⋅4597=81⋅349=e4⋅f
τ(ab)+τ(c2⋅d)=τ(e4⋅f)
φ(ab)+φ(c2⋅d)=40⋅240+2⋅4596=54⋅348=φ(e4⋅f)
σ(ab)+σ(c2⋅d)=42⋅242+7⋅4598=121⋅350=σ(e4⋅f)
 
Значит все три условия соблюдаются:
1. τ(ab+c2⋅d)=τ(ab)+τ(c2⋅d)  
1. σ(ab+c2⋅d)=σ(ab)+σ(c2⋅d) 
1. φ(ab+c2⋅d)=φ(ab)+φ(c2⋅d)
m=ab=41⋅241=9881; n=c2⋅d=22⋅4597=18388; (m+n)=41⋅241+22⋅4597=28269=34⋅349=e4⋅f
m=9881 и n=18388 является аддитивной парой. 
И любая пара чисел (9881⋅g; 18388⋅g) тоже будут являться аддитивной парой, если «g» натуральное число у которого в простые делители не имеются не один из перечисленных простых чисел (2, 3, 41, 241, 349, 4597).
То, что количество аддитивных пар бесконечно много － доказано.

