ММ266
Конкурсная задача ММ266 (7 баллов)
Решения принимаются до 18.04.2021
Вася Пупкин выписал дни рождения семерых своих однокурсников, родившихся в январе одного и того же года, что и Вася, и, поэкспериментировав с выписанными числами, заметил два факта: 
1) τ(n3 )=τ(n)2, где n – произведение всех выписанных чисел;               2) сумма кубов составных чисел больше суммы кубов остальных.
Найдите дни рождения Васиных товарищей, если известно, что все они младше Васи.
Примечание: при сравнении возрастов учитываются дни, но не часы рождения.


1. T(n^3)=(T(n))^2
2. Сумма кубов составных чисел, больше суммы кубов остальных.

Так как однокурсники Васи младше его, значит не один из однокурсников Васи не родился 1 января.
 n=∏{pjm_j), где {pj} множество простых множителей «n», (mj натуральное число, и  mj ≥1)
Тогда из равенство 1. τ(n3)=τ(n)2 :-> П{1+3*mj}=П{(1+mj)^2}
(1+mj)2=[1+3mj+mj(mj-1)]≥(1+3mj) :-> mj=1
А значит, выписанные числа - попарно взаимно простые числа, и не одно из этих семи чисел не кратно квадрату простого числа. 
В январе 31 дней. А до 31 всего 11 простых чисел, и это 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31. 
А множество всех возможных составных чисел, которые не кратны квадрату простого числа 6,10,14,15,21,22,26,30 а значит всего 2 нечётных и 6 чётных.
Но так как они должны быть взаимно простыми, чётным может быть только день рождения одного однокурсника Васи. И так как 15 и 21 тоже не являются взаимно простыми, из них тоже максимум одно число допустимо. Значит в выписанных числах не могут быть больше двух составных чисел, и в эти 7 чисел либо 6 простых чисел, и одно составное, либо 5 простых чисел и 2 составных. 
303 = 27000 < 27810 = (73+113+133+173+193+233) (не подходит)
263 = 17576 > 13598 = (33+53+73+113+173+193) (подходит)
263 < (33+53+73+113+173+233) (не подходит)
И дальше легко убедится, что, для одного составного числа единственным множеством дней рождения однокурсников является (3,5,7,11,17,19,26)
Если в выписанных числах, количество составных 2, тогда так как 15 и 21 кратны трём, то 6 и 30 исключаются, и для составных чисел остаются следующие пары
(21,26); (21,22); (21,10); (15, 26); (15,22); (15,14)
И так как, в случае 2 составных, в выписанных числах обязательно должны присутствовать 17,19,23 (из-за того, что в двух составных имеются 4 попарно разных простых множителей, а значит среди 5 остальных простых чисел эти четыре отсутствуют) а (173+193+233) больше чем сумма кубов любой пары из этих шесть пар, кроме пары (21,26) - то для двух составных остаётся проверить только одну пару (21,26)
 213+263 = 26837 > 25395 = (53+113+173+193+233) (подходит)
213+263 < (53+113+173+193+293) (не подходит)
А значит, для двух составных чисел, тоже единственное допустимое множество выписанных чисел дней рождения однокурсников, 
и это (5,11,17,19, 23, 21, 26)

В итоге получаем что допустимое множество выписанных чисел дней рождения Васиных однокурсников существует 2 варианта, и это
1). (3, 5, 7, 11, 17, 19, 26)   τ(n3)= τ[(3∙5∙7∙11∙17∙19∙26)3]= [τ(3∙5∙7∙11∙17∙19∙26)]2=τ(n)2 ; 263=17576 > 13598 = (33+53+73+113+173+193)
2). (5, 11, 17, 19, 21, 23, 26); τ(n3)=τ[(5∙11∙17∙19∙21∙23∙26)3]=[τ(5∙11∙17∙19∙21∙23∙26)]2=τ(n)2; (213+263) = 26837>25395=(53+113+173+193+233)

Ответ: 1). (3, 5, 7, 11, 17, 19, 26);   2). (5, 11, 17, 19, 21, 23, 26); 

Маловероятно, но если считать, что второй факт наблюдения Васи - «сумма кубов составных чисел...» - конкретизирует тот факт, что количество составных чисел больше одного, тогда остаётся только одно множество выписанных чисел дней рождении однокурсников Васи, и это (5, 11, 17, 19, 21, 23, 26); 


 В обобщении, когда выписываем некоторые числа от 2 до «n», которые должны удовлетворять выше указанные две условии (факта), и если количество выписанных чисел на «притык», то есть если при увеличении количество выписанных чисел хотя бы на 1, то задача не имеет решение, в этом случае (есть гипотеза что всегда) действует следующая закономерность:
1. В решении (в выписанных числах) не может существовать более одного составного числа, который имеет более двух простых множителей. 
2. Если задача имеет решение, то хотя бы в одном решении, количество составных чисел примерно ≈ [(2∙√n)/ln(n)] 
3. 71/4∙n7/8∙[1-3ln(n)/(4∙√n)]<max(P)<(7,3)1/4 ∙n7/8
4. Количество выписанных чисел «K» получается:
4∙[7n3∙[√n-3∙ln(n)]]1/4/ln[7n3∙[√n-3∙ln(n)]]- [(2∙√n)/ln(n)] <K<(7,3)1/4 ∙n7/8/ln[(7,3)1/4 ∙n7/8]
 
 
Сумма обратных кубов простых чисел ≈ 0,172. 
Когда max(P)<n/pk от 0,172 отнимается сумма обратных кубов первых «k» простых чисел. 
Обозначим сумму обратных кубов простых чисел, до «n/max(P)» через «t».  (0≤t<0,172)
∫[xln(x)]3d(x)=(1/4)∙[x4ln3(x)]-(3/4)∙∫[x3ln2(x)]d(x)=(1/4)∙[x4ln3(x)-(3/4)∙x4ln2(x)]+(3/8)∙∫[x3ln(x)]d(x)=
(x4/32)∙[8ln3(x)-6ln2(x)+3ln(x)]-(3/32)∙∫x4d(x)=(x4/128)∙[32ln3(x)-24ln2(x)+12ln(x)-3]=[(x∙ln(x))4/128]∙[32/ln(x)-24/ln2(x)+12/ln3(x)-3/ln4(x)]
:=>
[max(P)]4/[4∙ln(max(p))]-2∙(0,172-t)∙√n∙n3/ln(n)-n2/[2ln(n)]≈[2∙√n/ln(n)]∙(n-√n∙ln(n)/2)3
[max(P)]4≈8n3∙[(1,172-t)∙√n-3ln(n)/2]∙[ ln(max(p))/ln(n)] ≈7n3∙[(1,172-t)∙√n-3ln(n)/2] -> P≈[7n3∙[(1,172-t)∙√n-3ln(n)/2]]1/4≈71/4∙n7/8
[7n3∙[√n-3ln(n)]]1/4<max(P)<(7,3)1/4 ∙n7/8;  
71/4∙n7/8∙[1-3ln(n)/(4∙√n)]<max(P)<(7,3)1/4 ∙n7/8; 
Количество выписанных чисел «K» получается
4∙[7n3∙[√n-3∙ln(n)]]1/4/ln[7n3∙[√n-3∙ln(n)]]- [(2∙√n)/ln(n)] <K<(7,3)1/4 ∙n7/8/ln[(7,3)1/4 ∙n7/8]
 
Так как количество чисел «на притык», значит если к сумме кубов простых чисел в каком-то решении добавить ещё один куб простого числа больше max(P), то оно станет больше суммы кубов составных в этом решении.
Когда составное число имеет более двух простых множителей, то сумма кубов составных может увеличится максимум на n3-(n-√n)3<3n5/2, а сумма кубов простых при этом увеличится примерно на 73/4n21/8
и если таких чисел будет больше одного, то разница, когда n>14 получится> 2∙[73/4∙n21/8-3n5/2]> 73/4∙n21/8 а это не допустимо, так как в таком случае сумма кубов простых чисел окажется больше суммы кубов составных чисел, а значит количество составных чисел у которых более двух простых множителей, не может быть больше одной.
 
Кроме этого, утверждение про невозможности более одной составного с более чем двух простыми множителями, для больших «n» можно строго доказать и по-другому.
Допустим существует решение, в котором две составные числа, у которых по три простых множителей. 
(С1=p1∙p2∙p3; С2=q1∙q2∙q3) (p1<p2<p3; q1<q2<q3) (p1;p2;p3;q1;q2;q3) простые числа.
Тогда (p1;p2;q1;q2) однозначно меньше √n, и из (p1;p2;q1;q2) составим четыре составные числа так, чтобы в каждой было ровно 2 простых множителя.
Четыре таких составных употребят 8 простых чисел. А до этого две составные употребляли 6 простых чисел. Но так как 8-6=2, то max(P) не меняется, и ряд простых чисел в выписанных числах, добавятся (p3;q3) но отнимутся (p4;p5;q4;q5)
и при этом (p4;p5)>p3;  а (q4;q5)>q3 то есть сумма кубов простых чисел однозначно уменьшится. А теперь посмотрим насколько увеличится сумма кубов составных чисел. И если докажем, что при таком увеличении суммы кубов составных, возможно добавить куб простого числа, так чтобы сумма кубов составных всё равно окажется больше суммы кубов простых, то утверждение доказано.
Так как между n/p и [n/p-√(n/p)] обязательно существует некое простое число :=> в паре для каждой из этих четырёх, возьмём простое число из диапазона [n/p-√(n/p)]_n/p, тогда получаем.
[p∙[n/p-√(n/p)]]3=[n-√(np)]3>[n-n3/4]3=n3∙(1-n-1/4)3
(1-n-1/4)3>3/4;   (1-n-1/4)>(3/4)1/3;   n-1/4<[1-(3/4)1/3]; n>[1/(1-(3/4)1/3)]4≈14304.
А значит, когда n>14304 строго доказали, что более одной составных не может быть, у которого больше двух простых множителей, а больше трёх множителей, не может быть не у одной. Так как с помощью замени составных, мы доказали, что при n>14304 простым числам можно добавить даже простое число величиной равным «n»
Но минимум [p1∙[n/p1-√(n/p1)]]3+[p2∙[n/p2-√(n/p2)]]3 наступает, когда p1≈p2≈p3≈n1/3 а значит 
[p∙[n/p-√(n/p)]]3=[n-√(np)]3>[n-n2/3]3=n3∙(1-n-1/3)3
(1-n-1/3)3>3/4;   (1-n-1/3)>(3/4)1/3;   n-1/3<[1-(3/4)1/3]; n>[1/(1-(3/4)1/3)]3≈1308.

A если ещё употребить формулу max(P)<(7,3)1/4 ∙n7/8  то получим
(7,3)1/4 ∙n7/8 =n3∙[(7,3)1/4 ∙n7/8]3/n3=n3∙(7,3)3/4/n3/8=n3∙[53,29/n]3/8
и получается, что уже при n>333 такое строго невозможно.
Можно ещё продолжить, и без переборов строго доказать, что для n>250 уже строго невозможно такое, но и 333 на сегодня для компьютерного перебора не составляет труда.
 
Например, рассмотрим два случая. 1). N=50.  2). N=100.
N=50 -> 
P(<n)=2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47
P(<√n)=2,3,5,7.
C=46, 39, 35.  C_1=38, 33
С1=(463+393+353)=199530
P1=(113+173+193+293+313+373+413)=186857
P1=(113+173+193+293+313+373+433)=197443
 
С21=(463+393)=156655
P211=(53+73+113+173+193+293+313+373)=118404
P212=(53+73+113+173+193+293+313+413)=136672
P213=(53+73+113+173+193+293+313+433)=147258
С22=(463+333)=133273
P22=(53+73+133+173+193+293+313+373)=119270
 
C3=463=97336
P31=(33+53+73+113+133+173+193+293+313)=65062
P32=(33+53+73+113+133+173+193+293+373)=85924
P33=(33+53+73+113+133+173+193+373+313)=91326
 
Получается, что когда n=50 (для всех 45<n<51 тоже), и количество выписанных чисел = 10,
Всего имеется 9 возможных вариантов выписанных чисел, и это
(11,17,19,29,31,35,37,39,41,46); (11,17,19,29,31,35,37,39,43,46);
(5,7,11,17,19,29,31,37,39,46); (5,7,11,17,19,29,31,41,39,46);
(5,7,11,17,19,29,31,43,39,46); (3,5,7,11,13,17,19,29,31,46);
(3,5,7,11,13,17,19,29,37,46); (3,5,7,11,13,17,19,31,37,46);
(5,7,13,17,19,29,31,33,37,46)
И не где не присутствует составное число, у которого больше двух простых множителей.
В общем под max(P) подразумевается минимальный из диапазона 37_43, то есть 37, но в наших случаях, вес диапазон 37_43 вмещается в формуле.
max(P)=37_43;  71/4∙507/8∙[1-3ln(50)/(4∙√50)]≈29<37<43<50≈max(P)<(7,3)1/4 ∙507/8
K=10<12,7≈(7,3)1/4 ∙507/8/ln[(7,3)1/4 ∙507/8]
 
N=100; P(<n)=2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.
P(<√n)=2,3,5,7
C=2*47=94, 3*31=93, 5*19=95, 7*13=91,  C_1=2*43=86, 3*29=87, 5*17=85, 7*11=77
 
C11=(913+933+943+953)=3245887
P111=(11, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,83)=2935635
P112=(11, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,89)=3068817
P113=(11, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,83,89)=3147565

C12=(913+873+943+953)=3100033
P121=(11, 17, 23, 31, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,83)=2941037
P122=(11, 17, 23, 31, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,89)=3074219
C13=(913+933+863+953)=3051359
P13=(11, 17, 23, 31, 37,41,47, 53,59,61,67,71.73,79,83)=2965353
C14=(913+933+943+853)=3002637
P14=(11, 19, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,83)=2937581
C15=(773+933+943+953)=2948849
P15=(13, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,83)=2936501



 
C2=93.94.95=2492316
P21=(7,11, 13,17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79)=2366388
P22=(7,11, 13,17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,83)=2445136
 
C3=91,94,95=2441530
P3=(3,11, 17, 23, 29, 31,37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79)=2393666
 
C4=91,93,94=2388512
P4=(5,11,17,19, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79)=2370832
[bookmark: _GoBack]Получается, что когда n=100 (и для всех 94<n<106 тоже), и количество выписанных чисел = 19,
Всего имеется 12 возможных вариантов выписанных чисел, и это
(11, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,83,91,93,94,95)
(11, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,89,91,93,94,95)
(11, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,83,89,91,93,94,95)
(7,11, 13,17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,93,94,95)
(7,11, 13,17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,83,93,94,95)
(3,11, 17, 23, 29, 31,37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,91,94,95)
(5,11,17,19, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,91,93,94)
(11, 17, 23, 31, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,83,87,91,94,95)
(11, 17, 23, 31, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,87,89,91,94,95)
(11, 17, 23, 31, 37,41,47, 53,59,61,67,71.73,79,83,86,91,93,95)
(11, 19, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,79,83,85,91,93,94)
(13, 17, 23, 29, 37,41,43, 53,59,61,67,71.73,77,79,83,93,94,95)
И не где не присутствует составное число, у которого больше двух простых множителей.
max(P)=79_89;  71/4∙1007/8∙[1-3ln(100)/(4∙√100)]≈60<79<89<(7,3)1/4 ∙1007/8=92,2
K=19<20,38≈(7,3)1/4 ∙1007/8/ln[(7,3)1/4 ∙1007/8]




