ММ273 (7 баллов) Центр на стороне. Решения принимаются до 26.03.2022
В каком диапазоне может изменяться каждый из углов треугольника (), у которого центр окружности 9 точек принадлежит, по крайней мере, одной из сторон?

Ответ:  – любой ненулевой угол от 0 до ;  меняется от   до   по формуле ,  меняется от  до    по формуле  .
Решение: В интернете говорят, что окружность 9 точек – это такая окружность, центр которой - середина отрезка, соединяющего точку пересечения высот и центр описанной окружности. Если это так, то для остроугольного треугольника этот отрезок лежит целиком внутри треугольника, а, значит, центр окружности 9 точек не лежит ни на одной из сторон. Поэтому сразу будем считать, что . Будем считать также, что наибольшая сторона треугольника равна 1. 
Введем прямоугольную систему координат, в которой вершины имеют координаты  (см. обозначения на рисунке). 
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Из теоремы синусов: , поэтому ; . 
Из элементарных геометрических соображений находим, что точка пересечения высот имеет координаты , центр описанной окружности . Значит, центр окружности 9 точек имеет координаты . 
Если  лежит на большей стороне треугольника, то , что равносильно уравнению , которое не имеет решений, поэтому   заведомо не лежит на .  
Поскольку абсцисса точки  не больше чем , то  может лежать только на средней стороне  треугольника (и, если треугольник равнобедренный, еще и на стороне ). Тогда координаты точки  удовлетворяют уравнению прямой , то есть:
.
Подставляя в это равенство выражения для   и , и проводя преобразования, получим уравнение, связывающее углы треугольника, являющееся условием принадлежности точки  стороне треугольника:
. 
Поскольку оба меньших угла треугольника заведомо острые, отсюда следует, что , а тогда . Условие  дает ограничение на угол : , то есть . 
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