ММ277 (7 баллов) Ну очень искусственная функция. 

Для каждого натурального n, большего 2, обозначим:
через [image: $g(n)$] максимум сумм попарных НОД слагаемых при представлении [image: $n$] в виде суммы трех натуральных слагаемых;
через [image: $f(n)$] –– [image: $\frac{g(n)}n $];
через [image: $F(n)$] –– [image: $f(n) + f(n+1) + … + f(n+9)$].
а) Чему равно наибольшее значение [image: $F(n)$]?
б) Может ли [image: $F(n)$] быть меньше 7.1?

Ответы: а) ; б) да, может.

Решение: Приведем сначала общие утверждения о значениях величины .
Обозначим .

Утверждение 1. Если  не имеют общего делителя, то 
 
кроме следующих случаев (троек , считая, для определенности, что ):
, (1)
, (2)
 ( нечетно, т.е.  делится на 4), (3)
 ( не делится на 3), (4)
 (5)

Доказательство: Прежде всего отметим, что если  не имеют общего множителя, то  попарно взаимно просты. Значит, имеют место разложения: . Пусть, для определенности, . Рассмотрим случаи: 
Случай 1. . Тогда:
  
Случай 2. , тогда  в силу взаимной простоты, а значит . Значит:
  
Случай 3. , . Тогда:
 . 
Случай 4. ,. Тогда: и легко убедиться напрямую, что для не имеющих общего делителя чисел  с суммой меньшей, чем 12, значения , принимаются только при .
Случай 5. . Тогда
 , что меньше  только если , что выполняется только для указанных в случаях (2)-(5) в формулировке утверждения троек . 

Следствие 1. Для фиксированного нечетного  величина , при условиях, что  не имеют общего множителя и , принимает значения, не превосходящие .
Доказательство: Если  не делится на 3, то для разложения  значение величины , кроме того  и . Для всех остальных разложений нечетных  в сумму трех слагаемых, не имеющих общего делителя, .
Следствие 2. Для нечетного простого  выполняется равенство 

Доказательство. Для любого разложения простого числа в сумму трех натуральных слагаемых  слагаемые не имеют общего делителя, значит, по следствию 1, .

Величина  убывает с постом . Кроме того, заметим, что  ( поскольку  – единственное разложение 4 в сумму трех слагаемых), при этом , поэтому последовательность
 (*)
члены которой, кроме третьего, являются значениями  для последовательных нечетных простых , является убывающей.

Утверждение 2. Если разложение  таково, что  не имеют общего делителя и , то  – нечетное простое или 4.
Доказательство: Пусть это не так. Покажем тогда, что всегда найдется разложение , для которого . Верно одно из трех:
Случай 1.  – нечетное составное, т.е.  где . Тогда, по следствию 1, . С другой стороны, для разложения  выполнено . 
Случай 2.  – делится на 2, но не делится на 4, т.е. . По утверждению 1: . С другой стороны, для разложения  выполнено: .
Случай 3.  делится на 4, но не равно 4, т.е. , где . Тогда, по утверждению 1 (случай (3)): . С другой стороны, для разложения  выполнено: .

Следствие 3. Пусть  – член последовательности  (**) с наименьшим номером, являющийся делителем . Тогда . 
Доказательство: Пусть разложение  таково, что  не имеют общего делителя и . Но тогда , а, по утверждению 2 тогда  – член последовательности . Но , то есть  должен быть делителем . В силу того, что последовательность (*) является убывающей,  должен быть членом последовательности (**) с наименьшим номером.

а) Для того, чтобы  было большим, необходимо, чтобы среди 10 подряд идущих чисел от  до  было как можно больше чисел, кратных членам последовательности (**)  с младшими номерами. Среди 10 подряд идущих чисел не больше четырех делятся на 3, не больше двух делятся на 5 и не больше трех делятся на 4, из которых одно делится на 3. Таким образом, из 10 чисел не больше 8 делятся на один из трех членов последовательности (**) с младшими номерами. Таких чисел будет ровно 8, если членами последовательности (**) с наименьшими номерами, на которые делятся числа от  до , являются соответственно: 3, 4, 5, 3, ?, 4, 3, 5, ?, 3 (либо симметричная последовательность). На месте знаков вопроса не могут стоять две семерки, так как они не удалены друг от друга на 7 позиций, таким образом, 7 можно поставить вместо одного из этих знаков вопроса, тогда вместо другого знака вопроса должно стоять 11. Но для чисел от 3 до 12 как раз выполняются такие условия делимости, то есть набор слагаемых для  максимально возможный, и .

б) Например, 
Действительно, среди чисел от 191 до 200:
- три числа (192, 195, 198) делятся на 3, и значит для них , 
- одно число (200) не делится на 3, но делится на 5, и значит , 
- одно число (196), не делится на 3 и 5, но делится на 4, и значит ,
- четыре числа (191, 193, 197, 199) простые, и значит для них ,
- одно число (194) при делении на 2 дает простое, и значит для него .
Значит, .
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