ММ187

Можно обойтись без эллиптических кривых 

Конкурсная задача ММ187 (6 баллов) 

а) Доказать, что существует бесконечно много пар натуральных чисел (a,b), таких что (a2+b2)/(ab+1) является натуральным числом.
б) Доказать, что существует бесконечно много пар, для которых (a2+b2)/(ab+1) = 1369.
в) Существуют ли пары, для которых (a2+b2)/(ab+1) = 2013? 

Решение:

а) Для любого а при b = a3:

(a2+b2)/(ab+1) = (a2+a6)/(a4+1) = a2 – целое.
б) Пара а1 = 37, b1 = 373 является одним из целочисленных решений уравнения 

b2 - 1369ab+ a2 - 1369 = 0  (1)

равносильного уравнению (a2+b2)/(ab+1) = 1369. Построим рекурсивным образом бесконечную последовательность решений уравнения (1). Пусть мы уже получили целочисленное решение an-1, bn-1. Построим решение an, bn следующим образом. Положим a = bn-1. Подставим это значение a в уравнение (1), получим квадратное уравнение на b. Поскольку уравнение (1) симметрично относительно замены a на b и наоборот, полученное уравнение на b имеет целый корень b = an-1. Так как старший коэффициент этого уравнения равен 1, то и второй корень – тоже целый. Обозначим этот корень bn. Получили очередное целочисленное решение an, bn уравнения (1).

Покажем, что решения в этой серии не повторяются. Для этого достаточно доказать, что bn > bn-1+37, то есть значения чисел в паре все время растут.

Докажем это неравенство по индукции. Исходя из построенного выше способа

a2 = b1 = 373, b2 = 375-37, и неравенство выполнено. 

Пусть мы уже проверили, что bk > bk-1+37. Тогда, поскольку произведение корней квадратного уравнения равно свободному члену, выполняется:

bk-1bk+1 = bk2-1369 = (bk-37)(bk+37) > (по предположению индукции) > bk-1(bk+37), 

откуда после сокращения на bk-1 > 0 получим 

bk+1 > bk+37,

что и доказывает индукционный переход.
в) Такие пары не существуют. Если бы существовали, то, поскольку 2013 делится на 3, a2+b2 делилось бы на 3. Но в силу того, что квадраты при делении на 3 дают только остатки 0 или 1, a2+b2 может делиться на 3 только тогда, когда a и b делятся на 3. Но тогда a2+b2 делится на 9, а ab+1 не делится на 3, то есть (a2+b2)/(ab+1) делится на 9. Но 2013 на 9 не делится.
