
.

Ðàçëîæèì k è n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ïóñòü k = pa1
1 . . . pat

t è n = pb11 . . . pbtt (âîçìîæíî êàêèå-òî èç ñòåïå-

íåé íóëåâûå). Òîãäà ïî ôîðìóëå äëÿ ÷èñëà äåëèòåëåé èìååì d(kn)
d(n) = (a1+b1+1)...((at+bt+1)

(b1+1)...(bt+1) . Íàñ èíòåðåñóåò

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â òàêîì âèäå, ïðè÷åì íàáîð ai ôèêñèðîâàí, à
íàáîð bi ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå íàáîðû. Åñëè êàêîå-òî ïðîñòîå íå âõîäèò â k, âîçíèêàþò ñîêðàùàþùè-
åñÿ ñêîáêè, íå âëèÿþùèå íà îòâåò. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòûå äåëèòåëè n �
ïîäìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé k.
ß óòâåðæäàþ, ÷òî îòâåò � 240 = 24 · 3 · 5.
Äîêàæåì, ÷òî îí ïîäõîäèò. Íàñ èíòåðåñóåò êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (x+4)(y+1)(z+1)

xyz ïðè
íàòóðàëüíûõ x, y, z. Î÷åâèäíî
(x+4)(y+1)(z+1)

xyz = (1 + 4
x )(1 +

1
y )(1 +

1
z ) ≤ (1 + 4)(1 + 1)(1 + 1) = 20.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà 13 çíà÷åíèé.
Ïðè x = 1, y = 1, z = 1 ïîëó÷àåì 20
Ïðè x = 1, y = 1, z = 2 ïîëó÷àåì 15
Ïðè x = 1, y = 1, z = 5 ïîëó÷àåì 12
Ïðè x = 1, y = 1, z = 10 ïîëó÷àåì 11
Ïðè x = 1, y = 2, z = 3 ïîëó÷àåì 10
Ïðè x = 1, y = 2, z = 5 ïîëó÷àåì 9
Ïðè x = 1, y = 3, z = 5 ïîëó÷àåì 8
Ïðè x = 2, y = 1, z = 6 ïîëó÷àåì 7
Ïðè x = 2, y = 3, z = 2 ïîëó÷àåì 6
Ïðè x = 2, y = 3, z = 4 ïîëó÷àåì 5
Ïðè x = 3, y = 2, z = 7 ïîëó÷àåì 4
Ïðè x = 4, y = 3, z = 8 ïîëó÷àåì 3
Ïðè x = 6, y = 15, z = 8 ïîëó÷àåì 2
ßñíî, ÷òî d(kn) > d(n), ïîýòîìó ïîëó÷èòü 1 íåëüçÿ. Îñòàåòñÿ îáúÿñíèòü, ïî÷åìó íåëüçÿ ïîëó÷èòü
13, 14, 16, 17, 18, 19.

Åñëè x > 1, òî (1 + 4
x )(1 + 1

y )(1 + 1
z ) ≤ (1 + 4

2 )(1 + 1)(1 + 1) = 12, ïîýòîìó x = 1. Çíà÷èò 5(y+1)(z+1)
yz

äîëæíî áûòü îäíèì èç ïåðå÷èñëåííûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó îäíî èç ÷èñåë y è z (ïóñòü y) äîëæíî áûòü êðàòíî
5 (èíà÷å ïîñëå ñîêðàùåíèé ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, êðàòíîå 5) è çíà÷èò íå ìåíüøå 5. Òîãäà (1+ 4

x )(1+
1
y )(1+

1
z ) ≤

5 · (1 + 1
5 )(1 + 1) = 12.

Òåïåðü îáúÿñíèì, ïî÷åìó ýòî íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî äëÿ ñîçäàíèÿ íàèìåíüøåãî ÷èñëà ñ
äàííûì íàáîðîì ïîêàçàòåëåé ñëåäóåò âîçâîäèòü 2 â ñòåïåíü ñàìîãî áîëüøîãî ïîêàçàòåëÿ, 3 â ñëåäóþùóþ
ïî âåëè÷èíå ñòåïåíü è òàê äàëåå. Ðàçáåðåì òåïåðü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1) k = 2a. Òîãäà íàì íóæíû öåëûå çíà÷åíèÿ a+x

x = 1+ a
x , ïîýòîìó a èìååò íå ìåíåå 13 äåëèòåëåé, îòêóäà

a ≥ 13 è k = 2a ≥ 213 > 240.
2) k = 2a3b. Òîãäà íàì íóæíû öåëûå çíà÷åíèÿ (1 + a

x )(1 +
b
y ) ≤ (1 + a)(1 + b).

Ïðè a = 1 èìååì (1 + a)(1 + b) ≤ (1 + 1)(1 + 1) = 4 < 13
Ïðè a = 2 èìååì (1 + a)(1 + b) ≤ (1 + 2)(1 + 2) = 9 < 13
Ïðè a = 3 è b < 3 èìååì (1 + a)(1 + b) ≤ (1 + 3)(1 + 2) = 12 < 13
Ïðè a = b = 3 èìååì (1 + 3

x )(1 +
3
y ) ≤ (1 + 3)(1 + 3

2 ) = 10 êðîìå ñëó÷àÿ x = y = 1, ïîýòîìó ïðåäñòàâèìû
÷èñëà íå ïðåâîñõîäÿùèå 10 è ÷èñëî 16 - èòîãî íå áîëåå 11 âàðèàíòîâ
Ïðè a = 4 è b = 1 èìååì (1 + a)(1 + b) = 10 < 13
Ïðè a = 4 è b = 2 èìååì (1+ 4

x )(1+
2
y ) ≤ max((1+4)(1+ 2

2 ), (1+
4
2 )(1+2)) = max(10, 9) = 10 êðîìå ñëó÷àÿ

x = y = 1, ïîýòîìó ïðåäñòàâèìû ÷èñëà íå ïðåâîñõîäÿùèå 10 è ÷èñëî 15 - èòîãî íå áîëåå 11 âàðèàíòîâ
Ïðè a = 4 è b ≥ 3 èìååì k ≥ 24 · 33 > 240.
Ïðè a = 5 è b = 1 èìååì (1 + a)(1 + b) = 12 < 13
Ïðè a = 5 è b = 2 èìååì (1+ 5

x )(1+
2
y ) ≤ max((1+5)(1+ 2

2 ), (1+
5
2 )(1+2)) = max(12, 21

2 ) = 12 êðîìå ñëó÷àÿ

x = y = 1, ïîýòîìó ïðåäñòàâèìû ÷èñëà íå ïðåâîñõîäÿùèå 12 è ÷èñëî 15 - èòîãî íå áîëåå 12 âàðèàíòîâ (íå
çàáûâàåì, ÷òî ÷èñëî 1 íåïðåäñòàâèìî).
Ïðè a = 5 è b ≥ 3 èìååì k ≥ 25 · 33 > 240.
Ïðè a = 6 è b = 1 èìååì (1+ a)(1+ b) = 14, ïðè ýòîì 1 íåïðåäñòàâèìî. Äîêàæåì, ÷òî è 13 íåïðåäñòàâèìî,

îñòàíåòñÿ íå áîëåå 12 âàðèàíòîâ. Â ñàìîì äåëå, åñëè (x+6)(y+1)
xy = 13, òî 12xy = 6y + x + 6, îòêóäà x ≥ 6

(ïîñêîëüêó êðàòíî 6). Íî òîãäà 12xy = 6xy + xy + 5xy > 6y + x+ 30y > 6y + x+ 6.
Ïðè a = 6 è b ≥ 2 èìååì k ≥ 26 · 32 > 240.
Ïðè a ≥ 7 è b ≥ 1 èìååì k ≥ 27 · 3 > 240.
3) k èìååò ìèíèìóì òðè ïðîñòûõ äåëèòåëÿ. Òîãäà k êðàòíî 30. Ïåðåáåðåì òàêèå ÷èñëà. Íàì íóæíû öåëûå
çíà÷åíèÿ (1 + a

x )(1 +
b
y )(1 +

c
z ) ≤ (1 + a)(1 + b)(1 + c).

k = 30 = 2 · 3 · 5, (1 + a)(1 + b)(1 + c) = 8 < 13
k = 60 = 22 · 3 · 5, (1 + a)(1 + b)(1 + c) = 12 < 13
k = 90 = 2 · 32 · 5, çàïðåùåíî, ïîêàçàòåëè íå óïîðÿäî÷åíû.
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k = 120 = 23 · 3 · 5, (1+ 3
x )(1+

1
y )(1+

1
z ) ≤ max((1+ 3

2 )(1+1)(1+1), (1+3)(1+1)(1+ 1
2 )) = max(10, 12) = 12

êðîìå ñëó÷àÿ x = y = z = 1, ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 12 è ÷èñëî 16 - íå áîëåå 12
âàðèàíòîâ (íå çàáûâàåì, ÷òî ÷èñëî 1 íåïðåäñòàâèìî).
k = 150 = 2 · 3 · 52, çàïðåùåíî, ïîêàçàòåëè íå óïîðÿäî÷åíû.
k = 180 = 22 · 32 · 5, (1 + 2

x )(1 + 2
y )(1 + 1

z ). Åñëè x > 1 èëè y > 1, òî ýòî âûðàæåíèå íå ïðåâîñõîäèò

(1 + 2
2 )(1 + 2)(1 + 1) = 12. Åñëè æå x = y = 1, òî ïîëó÷àåì 9 + 9

z , ÷òî äàåò öåëûå çíà÷åíèÿ 10, 12, 18.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 12 è ÷èñëî 18 - íå áîëåå 12 âàðèàíòîâ (íå çàáûâàåì, ÷òî
÷èñëî 1 íåïðåäñòàâèìî).
k = 210 = 2 · 3 · 5 · 7, (1 + 1

x )(1 +
1
y )(1 +

1
z )(1 +

1
t ) ≤ (1 + 1

2 )(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 12 çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ
x = y = z = t = 1. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 12 è ÷èñëî 16 - íå áîëåå 12 âàðèàíòîâ
(íå çàáûâàåì, ÷òî ÷èñëî 1 íåïðåäñòàâèìî).
Ïîýòîìó íèêàêèå ìåíüøèå ÷èñëà íå ãîäÿòñÿ.
Îáîáùåíèå. Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà, íå òîëüêî äëÿ 13. Ïóñòü k = 22

a−1

, òîãäà
d(kn)
d(n) = x+2a−1

x = 1 + 2a−1

x . Ïîñêîëüêó ó 2a−1 ðîâíî a äåëèòåëåé, ïîëó÷àåì ðîâíî a ðàçëè÷íûõ öåëûõ
çíà÷åíèé äàííîãî âûðàæåíèÿ.
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