Задача 249 (5 баллов)
Ответ:   Найдены две перестановки   с разной цикловой структурой такие, что уравнение   имеет ровно 2020 решений в .  
Также рассмотрены и другие смежные вопросы.

[bookmark: _GoBack]Решение:  Для получения ответов на отдельные вопросы нам будет достаточно рассмотреть случай   Найдём количество решений в  уравнения
                                                         (1)
Здесь мы приведём вывод формулы, полученной в решении задачи 237. При возведении в квадрат цикл нечётной длины  переходит в цикл той же длины , а цикл чётной длины  распадается на два цикла в два раза меньшей длины . 
Поэтому после возведения в квадрат количество циклов длины    должно быть чётным. И если для перестановки  это условие не выполняется, то уравнение   в   решений не имеет.
С учётом этого необходимо рассматривать возможные варианты распределения длин циклов  перестановки  по имеющимся длинам циклов  перестановки , и посчитать их количества и  .
Через   обозначим количество значений в    равных  .
Сначала рассмотрим набор из циклов длины . При возведении в квадрат цикл чётной длины не мог сохраниться, поэтому циклы длины  образуются при возведении в квадрат    циклов длины . 
Предположим, цикл  длины  при возведении в квадрат распался на два цикла . Если в цикле  элемент  переводится в , тогда переводится в  -  в  и т.д. Значит, количество таких циклов  определяется индексом , и всего таких циклов ровно . Остаётся учесть количество разбиений множества, состоящего из  чисел на пары, равное   Таким образом, всего получаем

наборов   циклов длины , которые при возведении в квадрат образуют данный набор из циклов длины  
Теперь рассмотрим набор из циклов длины . При возведении в квадрат цикл нечётной длины сохраняется. Но конкретный цикл мог образоваться из цикла в два раза длиннее, который при возведении в квадрат 
распадается на два цикла, один из которых совпадает с исходным циклом. Пусть при некотором значении  именно  циклов длины образовалось после распада  циклов длины . Аналогичным подсчётом получаем 

- количество наборов, состоящих из  циклов длины  и    циклов длины которые при возведении в квадрат дают исходный набор из циклов длины 
В итоге получаем общее количество   решений уравнения (1) 

                      (2)

1) Пусть  Рассмотрим уравнение (1), где в правой части стоит перестановка с тремя циклами нечётной длины   и одним циклом длины 1, например, такая  . Тогда из формулы (2) следует, что количество решений уравнения (1) в  равно    Этот пример, в частности, показывает что количество решений уравнения (1) может быть как угодно большим.
А в нашем случае, уравнение  , где  - перестановка с тремя циклами длины   и одним циклом длины 1, имеет ровно  решений.

2) Пусть  Рассмотрим уравнение (1), где в правой части стоит перестановка с четырмя циклами длины , одним циклом длины  и одним циклом длины , Тогда согласно (2) количество решений равно  .
Аналогично можно рассмотреть и перестановки с большим количеством кратных циклов.
3) В общем случае, пусть теперь для некоторых  и чётных  
                   (3)
Пусть . Дополним одним или несколькими различными нечётными слагаемыми  так, чтобы выполнялось равенство  . Тогда уравнение (1) с    с данным набором циклов  будет иметь ровно  решений в . Так что множество всех значений  таких, что уравнение (1) имеет ровно  решений в  описывается множеством значений  (3).

На примере покажем как работает такая конструкция. Если взять три цикла длины 67, то получим 202 решения, порождённых этими циклами, добавим 4 цикла длины 1, получим 10 решений, порождённых этими циклами, добавляем цикл длины , и получаем  решений урвнения (1) в  .  Получили ещё одно урвнение (1) с другой цикловой структурой перестановки , имеющее ровно 2020 решений в .  

Заметим, что такая конструкция пройдёт и при произвольном  в показателе уравнения (1).

