Задача 215 (5 баллов)
Ответ:  Наименьшее количество тетраэдров, на которое можно разрезать шестиугольную призму, равно 10. Решена аналогичная задача для треугольной, четырёхугольной и пятиугольной призм.
При  найдено наименьшее количество тетраэдров при триангуляции  угольной призмы.

Решение: Обозначим через  минимальное количество тетраэдров при разбиении на тетраэдры   – угольной призмы.
Покажем, как произвольную четырёхугольную призму разрезать на пять тетраэдров:










а произвольную треугольную призму – на три тетраэдра: 






	

      Пусть при  дана  – угольная призма , которая разрезана на тетраэдры. Рассмотрим тетраэдры, гранями примыкающие к верхнему основанию пирамиды. Совокупность этих граней образует разбиение верхнего основания - -угольника   на треугольники. Поскольку сумма всех углов треугольников не меньше суммы углов  – угольника , которая равна , а сумма углов треугольника равна , то отсюда следует, что тетраэдров, примыкающих к верхнему основанию не меньше, чем . Аналогично, и тетраэдров, примыкающих к нижнему основанию не меньше, чем    Понятно, что суммарный объём всех тетраэдров, примыкающих к верхнему основанию не больше, чем треть объёма призмы .   Также и  суммарный объём всех тетраэдров,  примыкающих к нижнему основанию  не больше, чем треть объёма призмы  Следовательно, существует, по крайней мере, один тетраэдр, не примыкающий своими гранями ни к верхнему, ни к нижнему основанию. Таким образом, доказана оценка
 (1)
Указанные выше разбиения призм при  дают точные значения . 
       Пусть теперь  При чётном  разобьем верхнее основание  – угольной призмы  диагоналями  на
 четырёхугольников. Через эти диагонали проведём плоскости, перпендикулярные основанию. Получим разбиение призмы на   четырёхугольную призму, каждую из которых, в свою очередь, разбиваем на пять тетраэдров. В результате получим разбиение  – угольной призмы на  тетраэдров. 
      При нечётном  разобьем верхнее основание  – угольной призмы  диагоналями  на    четырёхугольника и один треугольник. Через эти диагонали проведём плоскости, перпендикулярные основанию. Получим разбиение призмы на   четырёхугольные призмы, каждую из которых, в свою очередь, разбиваем на пять тетраэдров, и одну треугольную призму, которую разбиваем на три тетраэдра. В результате получим разбиение  – угольной призмы на  тетраэдра. 
     Построенные разбиения дают оценку
                                       (2)
     Из оценок (1) и (2) при  следует, что 
.
     Предположим,   . Из проведённых выше соображений следует, что тетраэдров, примыкающих к верхнему основанию, ровно четыре, и тетраэдров, примыкающих к нижнему основанию, ровно четыре. И есть ещё один тетраэдр , не примыкающий гранями ни к верхнему, ни к нижнему основанию – его объём в три раза меньше объёма призмы. Две вершины тетраэдра  лежат на верхнем основании призмы, а две другие – на нижнем основании (иначе, двугранные углы при рёбрах сторон граней тетраэдров, лежащих в одном основании, полностью заполняли всю примыкающую область к основанию и двугранные углы при сторонах основания призмы, что невозможно). Объём тетраэдра  равен , где  – длина ребра, лежащего на верхнем основании,  – длина ребра, лежащего на нижнем основании,  угол между этими рёбрами, а  расстояние между рёбрами, равное высоте призмы. Объём призмы равен , где   – площадь основания. Так как , то из этого следует 
 .                                                     (3)
Можно считать, что в основании лежит правильный шестиугольник со стороной   (если это не так, то рассмотрим правильную призму с соответствующим разбиением на тетраэдры, при этом исходные тетраэдры, примыкающие к основаниям, не смогут перейти в вырожденные тетраэдры, а также тетраэдр  переходит в невырожденный тетраэдр – ведь, его объём должен равняться одной третей объёма призмы). Тогда площадь правильного шестиугольника со стороной  . Длина каждого из рёбер    и   не превосходит длины наибольшей диагонали правильного шестиугольника: . Так что . Противоречие. Мы доказали, что 
      Абсолютно тот же подход приводит к равенству .
      При  для оценки снизу необходим более детальный анализ. Далее рассмотрим триангуляцию   – угольной призмы   тетраэдрами. Рассмотрим сечение призмы плоскостью , параллельной плоскостям оснований, и делящей высоту призмы пополам. При пересечении тетраэдра триангуляции  плоскостью   в сечении может получиться: 
      в случае, если три вершины тетраэдра лежат в одном основании, а четвёртая – в другом – треугольник (обозначим через   множество таких треугольников, заметим, что их количество равно  , 
      в случае, если  две вершины тетраэдра лежат в верхнем основании, а две – в нижнем – четырёхугольник. 
      Так что в сечении плоскостью  мы получим  – угольник , разбитый на треугольники, в количестве 
,                                                           (4)
и четырёхугольники,  в количестве , так что  Каждый полученный четырёхугольник диагональю разобьём на два треугольника. В результате получим триангуляцию  – угольника , состоящую из треугольников. Причём на границе, кроме вершин  – угольника , ещё и  середины его сторон являются вершинами триангуляции. Пусть внутри   – угольника находится  вершин. Тогда из формулы Эйлера следует  .  С учётом (4), получаем
                                     (5)
      Оценим снизу количество   внутренних вершин триангуляции. 
Рассмотрим множество тех внутренних вершин, которые являются вершинами треугольников из множества  . Пусть в множестве    тех, которые имеют по две стороны на границе  – угольника ,  тех, которые имеют ровно одну  сторону на границе  – угольника  и  тех, которые не имеют сторон на границе  – угольника . Общее количество равно , так что
                                             (6)
Только треугольники из множества  могут иметь стороны на границе  – угольника , поэтому имеем
                                                     (7)
     Если точка из множества  является вершиной только тех треугольников, которые имеют ровно одну  сторону на границе  – угольника , то это возможно только, если они соответствуют тетраэдрам с гранями на верхнем основании и поэтому должны иметь общую грань, следовательно, их максимум два, и максимум два  таких же соответствующих тетраэдрам с гранью на нижнем основании и имеющим общую грань. 
 

     Если точка из множества  является вершиной только тех треугольников, которые не имеют сторон на границе  – угольника , то это возможно только, если они соответствуют тетраэдрам с гранями на разных основаниях, поэтому их максимум два
 



     Может быть и такая вершина, в которой сходятся два треугольника, которые имеют ровно по одной  стороне на границе  – угольника , и они соответствуют тетраэдрам с гранями на одном основании, и треугольник, который не имеют сторон на границе  – угольника , но он соответствует тетраэдру с гранью на другом основании.

 	



Тогда можно заменить два тетраэдра, соответствующих нижнему фрагменту, на два соответствующих правому. Тогда общее количество вершин триангуляции не изменится. И условия (6) и (7) также не нарушатся.
     Получается, что каждая вершина треугольника, который имеет ровно одну  сторону на границе  – угольника  идёт в общий счёт с весом не меньшим, чем , а каждая вершина треугольника, который не имеет сторон на границе  – угольника  идёт в общий счёт с весом не меньшим, чем  Таким образом, общее количество внутренних вершин  допускает оценку снизу:

А с учётом (6) и (7) имеем
.
Так что, . А из (5) получаем  При нечётных  уточняем оценку:.
А с учётом оценки (2) окончательно получаем

