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Конкурсная задача ММ248 
Найти наименьшее натуральное k такое, что во множестве {(τ(kn))/(τ(n))|n ∈ N} ровно 13 целых чисел.

Ответ: k=(2^4)*3*5=240
Доказательство:
Сперва докажем что во множестве {(τ(240*n))/(τ(n))|n ∈ N} имеется ровно 13 целых чисел.
Представим n=q*g 
где g и k взаимно простые, а q не имеет простого делителя, которого не имеет k.
Тогда, так как (k*q) и g взаимно простые, τ(k*n)= τ(k*q*g)=[τ(k*q)]*[τ(g)] и τ(n)=τ(q*g)=[τ(q)]*[τ(g)]
τ(k*n)/τ(n) = τ(k*q*g)/τ(q*g) = τ(k*q)/τ(q)
когда k=(2^4)*3*5=240 получаем что {(τ(kn))/(τ(n))|n ∈ N} => {(τ(240*n))/(τ(n))|n ∈ N} =>
 {(τ(240*(2^m{1})*(3^m{2})*(5^m{3}))/(τ((2^m{1})*(3^m{2})*(5^m{3}))|m{1},m{2},m{3} ∈ N} =>
{(m{1}+4)*(m{2}+1)*(m{3}+1)/[m{1}*m{2}*m{3}]|m{1},m{2},m{3} ∈ N>0} 
Обозначим целые значения (τ(kn))/(τ(n)) через r, тогда
1. [m{1}*m{2}*m{3}]=1 => r=(m{1}+4)*(m{2}+1)*(m{3}+1)/[m{1}*m{2}*m{3}]=
=(1+4)*(1+1)*(1+1)/1=20;   r=20
2. [m{1}*m{2}*m{3}]=2 => r=(2+4)(1+1)(1+1)/2=12; r=(1+4)(2+1)(1+1)/2=15;  r={12;15}
Для остальных [m{1}*m{2}*m{3}]>2 значения (τ(240*n))/(τ(n)) не может принимать целочисленное  значения больше 12, так как при [m{1}*m{2}*m{3}]=3 
(m{1}+4)*(m{2}+1)*(m{3}+1)/[m{1}*m{2}*m{3}] не может принять целочисленное значение, а в случае когда [m{1}*m{2}*m{3}]>3 
(m{1}+4)*(m{2}+1)*(m{3}+1)/[m{1}*m{2}*m{3}] всегда меньше 13, так как для любого значения произведения [m{1}*m{2}*m{3}]=W  {m{1},m{2},m{3} ∈ N>0}, максимальное значение (m{1}+a)*(m{2}+b)*(m{3}+c)/[m{1}*m{2}*m{3}] всегда достигает, в случае
a>=b>=c>0 когда m{1}=m{2}=1; m{3}=W; и это легко доказывается.
И получается что, чтобы (m{1}+4)*(m{2}+1)*(m{3}+1)/[m{1}*m{2}*m{3}]>12 для этого должно быть [m{1}*m{2}*m{3}]<4. Так что мы показали все значения (τ(240*n))/(τ(n))  которые больше 12, и это 15 и 20. А сейчас покажем что (τ(240*n))/(τ(n)) принимает все значения от 2 до 12.
3. [m{1}*m{2}*m{3}]=4 => r=(4+4)*4/4=8; (2+4)*(2+1)*2/4=9;  r={8;9}
4. [m{1}*m{2}*m{3}]=6 => r=(3+4)*(2+1)*2/6=7;  r=(1+4)*(3+1)*(2+1)/6=10;  r={7;10}
5. [m{1}*m{2}*m{3}]=8 => r=(8+4)*4/8=6;  r=(4+4)*(r=6.
6. [m{1}*m{2}*m{3}]=10 => r=5*2*11/10=11;  r=11;
7. [m{1}*m{2}*m{3}]=16 =>  r=(4+4)*(4+1)*2/16=5

Для нахождения значении r=2;3;4 составим уравнение
(m{1}+4)*(m{2}+1)*(m{3}+1)=r*[m{1}*m{2}*m{3}]
4(m{2}+m{3})+4+4m{2}m{3}+m{1}(m{2}+m{3})+m{1}=(r-1)*[m{1}*m{2}*m{3}] =>
(m{1}+4)*(m{2}+m{3}+1)=[(r-1)*m{1}-4]*m{2}*m{3}
r=4 .=>. (m{1}+4)(m{2}+m{3}+1)=(3*m{1}-4)*m{2}*m{3}
m{2}+m{3}+1=m{2}m{3};   m{1}+4=3m{1}-4;   m{1}=4; m{2}=2; m{3}=3
=> r=(4+4)*(2+1)*(3+1)/24=4;  r=4
r=3 => (m{1}+4)*(m{2}+m{3}+1)=[2*m{1}-4]*m{2}*m{3}
m{1}+4=2m{1}-4 => m{1}=8; m{2}=2; m{3}=3; 
r=(8+4)*(2+1)*(3+1)/48=3; 
r=2 => (m{1}+4)(m{2}+m{3}+1)=(m{1}-4)*m{2}*m{3}
m{1}-4=m{2}+m{3}+1; m{1}+4=m{2}m{3}; => m{2}+m{3}+9=m{2}m{3}; 
m{2}=3; m{3}=6; m{1}=14;   r=(14+4)*(3+1)*(6+1)/(14*18)=2;  r=2

Так как (τ(240*n))/(τ(n)) не может равняться единице, то мы получили все возможные целые значения для (τ(240*n))/(τ(n)), а это 2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;15;20 и показали при каких значениях m{1};m{2};m{3} соотношение принимает эти значения. 
Дополнительно показали, что (τ(240*n))/(τ(n)) не может принимать другие значения.
То есть, доказали что, во множестве {(τ(240*n))/(τ(n))|n ∈ N} имеются ровно 13 целых чисел.


Теперь докажем, что k=240 минимальное число, при котором во множестве {(τ(k*n))/(τ(n))|n ∈ N} имеются ровно 13 целых чисел.



Для этого, разделим задачу по количеству простых делителей “k”.
Если “k” имеет только один простой делитель, значит k=p^s, тогда во множестве
 τ(k*q))/(τ(q) может принять ровно 13 различных целых значении, только тогда, когда τ(s)=13.
[доказательство: (x+s)/x=1+s/x (где x положительное целое число) может принять для конкретного “s” ровно 13 целых значении, тогда и только тогда, когда τ(s)=13.] и в этом случае min(p^s)=2^(2^12)>240
Рассмотрим теперь, когда у “k” имеется две простые делители, то есть k=(p{1}^n)*(p{2}^m)
Тогда {(τ(kq))/(τ(q))|q ∈ N} => {(x+n)*(y+m)/(x*y)|x,y ∈ N} => 
Так как (τ(k*q))/(τ(q)) не равняется 1, и максимальное значение она принимает когда xy=1; то получаем что (n+1)*(m+1)>13;  2. А так как когда m=<n, все остальные значение меньше или равно (n+1)*(m+2)/2; то получается что (n+1)*(m+2)>24;     (m=<n)  [В общем если пронумеруем все целочисленные значения  (τ(k*q))/(τ(q)) так что r{i}>r{i+1}, то этот принцип можно сформулировать так: для того чтобы  во множестве {(τ(kq))/(τ(q))|q ∈ N} количество целых чисел было больше “M”, для этого всегда r{i} должен быть больше r{i}>(M-i+2)]
Получается что, в этом случае для того чтобы (n+1)*(m+2)/2>12.=>. min{(2^n)*(3^m)}>(2^4)*(3^3)>240 
В случае, когда у “k”, количество простых делителей=3, достаточно просто показать, что при 
k=(2^3)*3*5 ; k=(2^2)*(3^2)*5; k=(2^2)*3*5; k=2*3*5 то есть во множествах {(τ(180*n))/(τ(n))|n ∈ N} {(τ(120*n))/(τ(n))|n ∈ N}; {(τ(60*n))/(τ(n))|n ∈ N}; {(τ(30*n))/(τ(n))|n ∈ N}; меньше 13 целых чисел. И это не сложно, так как в обеих случаях {(τ(180*n))/(τ(n))|n ∈ N}; {(τ(120*n))/(τ(n))|n ∈ N}; не проходит тот факт, что второй по величине (сверху) значение должно быть строго больше 12. [в обеих случаях (k=120; k=180) второй по величине значение получается 12.] 
а в случаях {(τ(60*n))/(τ(n))|n ∈ N}; {(τ(30*n))/(τ(n))|n ∈ N} сразу первая по величине значение  (τ(kn))/(τ(n))<13 и значит они тоже не походят условия.
А когда у “k” количество простых делителей>3, достаточно показать, что k=2*3*5*7 не подходит.
И это просто, так как (2+1)(1+1)(1+1)*(1+1)/2<13 и значит во множестве {(τ(210*n))/(τ(n))|n ∈ N} меньше 13 целых чисел. А во всех остальных множествах “k”>240
Значит доказали что min{k}=(2^4)*3*5=240








  


