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Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k ≥ 0, ñóùåñòâóåò ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ïðè äåëåíèè íà âñå
÷èñëà ìåíüøèå èëè ðàâíûå n, îñòàòîê k âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî.

Îáîçíà÷èì σ(n, a) ÷èñëî äåëèòåëåé n áîëüøèõ a. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòàòêîâ
ðàâíûõ a ïðè äåëåíèè ÷èñëà n íà âñå ÷èñëà îò 1 äî n ðàâíî σ(n− a, a). Ñîîòâåòñòâåííî, íàì
íóæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî n, ÷òî k = argmax0≤a<nσ(n− a, a).

Íàçîâåì ÷èñëî n ãðàíè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà m < n âûïîëíåíî σ(m) < σ(n).
Îáîçíà÷èì pn n-òîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ãðàíè÷íîå ÷èñëî èìååò âèä pα1
1 p

α2
2 · · · pαss , ãäå α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αs > 0. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ëèáî çàìåíèòü êàêîé-ëèáî ïðîñòîé äåëèòåëü íà ìåíüøèé è ïîëó÷èòü
ìåíüøåå ÷èñëî ñ òàêèì æå ÷èñëîì äåëèòåëåé, ëèáî ïîìåíÿòü ñòåïåíè ïðîñòûõ äåëèòåëåé
ìåñòàìè ñ òåì æå ðåçóëüòàòîì.

Ëåììà 1 Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ãðàíè÷íîãî ÷èñëà N = pα1
1 p

α2
2 · · · pαnn íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

pαii >
√
pn,

pαii < p4n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì βi ìàêñèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî p
βi
i ≤ pn. Åñëè p

βi
i ≤√

pn, òî p2βii ≤ pn, íî ïîñêîëüêó 2βi > βi, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì βi.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî pβii >
√
pn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî αi < βi äëÿ íåêîòîðîãî

i < n. Ðàññìîòðèì ÷èñëî N
p
βi
i

pn
. Ýòî ÷èñëî ìåíüøå, ÷åì N , à êîëè÷åñòâî åãî äåëèòåëåé íå

ìåíüøå αi+βi+1
2(αi+1)

σ(N) ≥ αi+(αi+1)+1
2(αi+1)

σ(N) = σ(N), ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò pαii ≥ pβii >√
pn äëÿ i < n. Äëÿ i = n ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû

äîêàçàíî.
Îáîçíà÷èì γi íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî p

γi
i ≥ pn+1. Åñëè p

γi
i ≥ p2n+1, òî p

[(γi+1)/2]
i ≥

pn+1. Ïîñêîëüêó γi > 1, òî γi > [(γi + 1)/2] ò.å. ÷èñëî γi íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî pγii < p2n+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî αi > 2γi. Ðàññìîòðèì ÷èñëî N pn+1

p
γi
i

. Ýòî ÷èñëî

ìåíüøå ÷åì N (ðàâåíñòâî pγii = pn+1 íå âîçìîæíî ïðè i ≤ n), à êîëè÷åñòâî åãî äåëèòåëåé

ðàâíî 2(αi−γi+1)
αi+1

σ(N) > αi+(αi−2γi)+1
αi+1

σ(N) > αi+1
αi+1

σ(N) = σ(N), ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò

pαii ≤ p2γii < p4n+1. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.�
Îáîçíà÷èì Gn òàêîå ãðàíè÷íîå ÷èñëî, ÷òî åãî ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ðàâåí pn,

à ó âñåõ ìåíüøèõ ãðàíè÷íûõ ÷èñåë ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ìåíüøå pn. Òàêîå ÷èñëî
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå ïðè âñåõ n. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî, à
ãðàíè÷íîå ÷èñëî ñ ìàêñèìàëüíûì ïðîñòûì äåëèòåëåì pn îãðàíè÷åíî ÷èñëîì p4nn+1 ïî Ëåììå
1, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë Gn.

Îáîçíà÷èì C1(k) íàèìåíüøåå ÷èñëî n ïðè êîòîðîì pn ≥ k2. Ïîñêîëüêó ïðè ðàçëîæåíèè
Gn, n ≥ C1(k) íà ìíîæèòåëè ìû èìååì pαii >

√
pn ≥ k, òî â ýòîì ñëó÷àåGn äåëèòñÿ íà âñå

÷èñëà îò 1 äî k. Îáîçíà÷èì C2(k) íàèìåíüøåå ÷èñëî n ïðè êîòîðîì pn > 24k−1.

Ëåììà 2 Åñëè n ≥ C1(k) è n ≥ C2(k), òî σ(Gn + s) < σ(Gn)/2 äëÿ 1 ≤ s ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî.ÏîñêîëüêóGn äåëèòñÿ íà âñå ÷èñëà îò 1 äî k, òî σ(Gn+s) = σ(s)σ
(
Gn
s
+ 1

)
.

Îáîçíà÷èì N1 =
Gn
s
+ 1. Ïîñêîëüêó pαii > k, òî ÷èñëî Gn

s
äåëèòñÿ íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà îò p1

äî pn. Çíà÷èò íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ps ÷èñëà N1 áîëüøå ÷åì pn. Ðàññìîòðèì öåëîå
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÷èñëî N2 = 24k−1N1/ps. Ìû ìîæåì îöåíèòü N1 ≤ Gn + 1. Ïîñêîëüêó Gn ≥ pn > 24k−1, à
ps ≥ pn+1 > 24k−1 +1, òî N2 < Gn. Îòñþäà ïîëó÷àåì σ(Gn) > σ(N2) ≥ 4kσ(N1)/2 = 2kσ(N1).

Ñëåäîâàòåëüíî σ(Gn + s) = σ(s)σ(N1) < k σ(Gn)
2k

= σ(Gn)/2.�
Îáîçíà÷èì C3(k) íàèìåíüøåå ÷èñëî n > 0 òàêîå, ÷òî 2n > k.

Ëåììà 3 Åñëè n ≥ C3(k) è ÷èñëî s èìååò íå ìåíüøå C3(k) ïðîñòûõ äåëèòåëåé íå ïðåâîñ-

õîäÿùèõ pn, òî σ(Gn − s, s) < σ(Gn, k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t � ïðîèçâåäåíèå âñå ïðîñòûõ äåëèòåëåé s íå ïðåâîñõîäÿùèõ pn.
Òîãäà Gn− s äåëèòñÿ íà t ≤ s. Çíà÷èò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî σ(Gn− s, s) ≤ σ(Gn− s)−σ(t).
Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíèâàåòñÿ êàê σ(Gn−s)−σ(t) < σ(Gn)−σ(t) ≤ σ(Gn)−2C3(k) < σ(Gn)−k ≤
σ(Gn, k).�

Îáîçíà÷èì C4(k) íàèìåíüøåå ÷èñëî n ïðè êîòîðîì pn ≥ p3C3(k)
. Ïîëîæèì C5(k) = 3C3(k).

Ëåììà 4 Åñëè n ≥ C4(k), n ≥ C5(k) è ÷èñëî s > 0 èìååò ìåíüøå C3(k) ïðîñòûõ äåëèòåëåé
íå ïðåâîñõîäÿùèõ pn, òî σ(Gn − s) < σ(Gn)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî N = Gn − s â âèäå qβ11 q
β2
2 · · · q

βt
t M , ãäå qi ≤ pn �

ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, βi > 0, à M íå èìååò ïðîñòûõ äåëèòåëåé ìåíüøèõ èëè ðàâíûõ
pn. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû, t < C3(k). Îáîçíà÷èì p � íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, íå
ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì N . Ïîñêîëüêó t < C3(k) < n, òî p ≤ pC3(k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M > 1.
Òîãäà ó M åñòü íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü ps, s > n. Ðàññìîòðèì ÷èñëî N1 = p3N/ps.
Ïîñêîëüêó ps > pn ≥ p3C3(k)

≥ p3, òî N1 < N < Gn. Îòñþäà ïîëó÷àåì σ(Gn) > σ(N1) ≥
4σ(N)/2 = 2σ(N), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé M = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî qβii > p4n äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïóñòü
γi � íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî qγii ≥ pn. Êàê ìû óæå ïîêàçàëè âûøå, qγii < p2n, à çíà÷èò
βi > 2γi. Ðàññìîòðèì ÷èñëî N2 = p3N/qγii ≤ pnN/pn = N < Gn. Îòñþäà ïîëó÷àåì σ(Gn) >
σ(N2) ≥ 4σ(N)βi−γi+1

βi+1
> σ(N)4βi−4γi+2

βi+1
> σ(N)2βi+2

βi+1
= 2σ(N), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çíà÷èò qβii ≤ p4n äëÿ âñåõ i. Îáîçíà÷èì δi ïîêàçàòåëü ñòåïåíè qi â ðàñëîæåíèè ÷èñëà Gn íà
ìíîæèòåëè. Ïîñêîëüêó qδii >

√
pn ïî Ëåììå 1, òî βi < 4δi, à çíà÷èò βi+1 < 4(δi+1). Ïîëó÷àåì,

÷òî êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü qi ìîæåò óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìàêñèìóì â 4 ðàçà
ïî ñðàâíåíèþ c Gn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü íå ïðåâîñõîäÿùèé pn è íå
âõîäÿùèé â ðàçëîæåíèå N íà ìíîæèòåëè óìåíüøàåò ÷èñëî äåëèòåëåé êàê ìèíèìóì â 2 ðàçà
ïî ñðàâíåíèþ ñ Gn. Ó÷èòûâàÿ ýòè 2 ôàêòà ïîëó÷àåì σ(N) ≤ 4tσ(Gn)/2

n−t = σ(Gn)/2
n−3t ≤

σ(Gn)/2
n−3C3(k)+3 ≤ σ(Gn)/8 < σ(Gn)/2.�

Äîêàçàííûå ëåììû ðàçáèðàþò âñå íóæíûå íàì ñëó÷àè. Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü îñíîâíîå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü n ≥ max(C1(k), C2(k), C4(k), C5(k)). Òîãäà σ(Gn, k) > σ(Gn + k − s, s) äëÿ
0 ≤ s < k − 1 è k < s < Gn + k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó σ(Gn) ≥ 2n ≥ 2C5(k) = 23C3(k) ≥ 2C3(k)+2 > 4k,
òî σ(Gn, k) ≥ σ(Gn) − k > σ(Gn)/2. Åñëè 0 ≤ s < k − 1, òî ïðèìåíÿÿ Ëåììó 2 ïîëó÷àåì
σ(Gn + k − s, s) < σ(Gn + k − s) < σ(Gn)/2 < σ(Gn, k), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Åñëè k < s < Gn + k, òî ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3 â ñëó÷àå åñëè ó ÷èñëà s− k íå ìåíüøå C3(k)
ïðîñòûõ äåëèòåëåé íå ïðåâîñõîäÿùèõ pn ïîëó÷èì σ(Gn + k − s, s) ≤ σ(Gn − (s− k), s− k) <
σ(Gn, k). Â ñëó÷àå æå åñëè ó ÷èñëà s− k ìåíüøå C3(k) ïðîñòûõ äåëèòåëåé íå ïðåâîñõîäÿùèõ
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pn, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4: σ(Gn+k− s, s) ≤ σ(Gn− (s−k)) < σ(Gn)/2 <
σ(Gn, k).�

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî N = Gn + k äàåò ïðè äåëåíèè íà âñå ÷èñëà îò 1
äî N ÷àùå âñåãî îñòàòîê k ïðè óñëîâèè, ÷òî n ≥ max(C1(k), C2(k), C4(k), C5(k)). Ïîñêîëüêó
÷èñåë Gn áåñêîíå÷íî ìíîãî, îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî ÷èñëà.
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