ММ188

Когда трехмерный случай сложнее четырехмерного 

Конкурсная задача ММ188 (9 баллов) 

Решения принимаются, по крайней мере, до 5.12.13 

1. a,b,c,d - векторы трехмерного евклидова пространства (не обязательно различные). M = {{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}}. Подмножество множества M назовем хорошим, если при подходящем выборе векторов все тройки из данного подмножества образуют базис, а остальные не образуют. Сколько хороших подмножеств у M?
2. Тот же вопрос для пяти векторов в четырехмерном пространстве.
3. Тот же вопрос для пяти векторов в трехмерном пространстве. 
Ответ: 1. 16; 2. 32; 3. 172.

Решение:

1. Любое подмножество М (а их 16 штук) является хорошим. В силу симметрии вопроса и подмножеств М относительно перестановок букв a, b, c, d, достаточно доказать, что хорошими являются подмножества с количеством элементов 0, 1, 2, 3, 4, по одному для каждого числа элементов.

Подмножество из 0 элементов. При a = b = c = d все элементы М не образуют базис.

Подмножество из 1 элемента. При базисных a, b, c и нулевом d тройка {a,b,c} базис, а остальные тройки – нет.

Подмножество из 2 элементов. При базисных a, b, c и c = d тройки {a,b,c},{a,b,d} образуют базисы, а остальные тройки нет.

Подмножество из 3 элементов. При компланарных (но попарно неколлинеарных) a, b, c и не лежащем в плоскости этих векторов d, все тройки кроме {a,b,c} образуют базисы.

Подмножество из 4 векторов. Для 4 векторов в общем положении все тройки из М образуют базисы.

2. M = {{a,b,c,d},{a,b,c,e},{a,b,d,e},{a,c,d,e}, {b,c,d,e}}.

Снова все подмножества М (а их 32) хорошие. Аналогично пункту 1, для каждого числа элементов в подмножестве достаточно для одного подмножества с таким числом элементов доказать его хорошесть.

Подмножество из 0 элементов. При a = b = c = d = е все элементы М не образуют базис.

Подмножество из 1 элемента. При базисных a, b, c, d и нулевом e четверка {a,b,c,d} базис, а остальные четверки – нет.
Подмножество из 2 элементов. При базисных a, b, c, d и e = d четверки {a,b,c,d},{a,b,c,e} образуют базисы, а остальные четверки нет.
Подмножество из 3 элементов. При базисных a, b, c, d и c + d = е четверки {a,b,c,d}, {a,b,c,e}, {a,b,d,e} образуют базис, а остальные четверки нет. 
Подмножество из 4 элементов. Если a, b, c, d находятся в одном трехмерном пространстве в общем положении, а e не лежит в этом пространстве, то все четверки, кроме {a,b,c,d} образуют базисы.

Подмножество из 5 элементов. Для 5 векторов в общем положении все четверки векторов образуют базисы.
3. Видимо, предполагается, что элементы М – всевозможные тройки из 5 векторов. Таких 10 штук:

M = {{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},{a,c,d},{a,c,e},{a,d,e},{b,c,d},{b,c,e},{b,d,e},{c,d,e}}.

Здесь для некоторых количеств элементов в подмножествах М есть способы выбора подмножеств, не получающиеся друг из друга переименованием векторов, поэтому эти случаи будем разбирать отдельно. Хорошие подмножества выделяю цветом.
1 подмножество из 0 элементов. При a = b = c = d = е все элементы М не образуют базис.

10 подмножеств из 1 элемента. При базисных a, b, c и нулевых d, e тройка {a,b,c} базис, а остальные тройки – нет.
15 подмножеств из 2 элементов, тройки в которых пересекаются по 1 вектору. Такие подмножества не являются хорошими. Действительно, пусть {a,b,c}, {c,d,e} – базисы, а остальные тройки нет. Тогда, в силу того, что {a,c,d} и {a,c,e} не базисы, d и e лежат в плоскости векторов а, с, значит, {c,d,e} компланарны, противоречие.
30 подмножеств из 2 элементов, тройки в которых пересекаются по двум векторам. При базисных a, b, c и c = d, e = 0 тройки {a,b,c},{a,b,d} образуют базисы, а остальные тройки нет.
10 подмножеств из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}. При базисных a, b, c  и d = e = c указанные тройки образуют базисы, а остальные тройки нет.
60 подмножеств из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,с,d}, {a,b,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,e,d} и {a,b,d} не базисы, b и e лежат в плоскости векторов а, d, значит, {a,b,e} компланарны, противоречие.
30 подмножеств из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {с,d,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {c,b,d} и {a,c,d} не базисы, b и a лежат в плоскости векторов c, d (которые не коллинеарны в силу базисности {с,d,e}), значит, {d,b,a} компланарны, противоречие.
20 подмножеств из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,с,d,}. При e = 0, компланарных (но попарно неколлинеарных) b, c, d и не лежащем в плоскости этих векторов а, указанные тройки являются базисными, а остальные – нет. 

5 подмножеств из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {b,c,d}, {a,с,d}. При e = 0 и находящихся в общем положении остальных векторах, указанные тройки образуют базис, а остальные тройки нет.
60 подмножеств из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,с,d}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {c,b,е} и {a,c,е} не базисы, b и a лежат в плоскости векторов c, е (которые не коллинеарны, иначе из базисности {a,с,d} следовала бы базисность {a,с,е}), значит, {е,b,a} компланарны, противоречие.

10 подмножеств из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {с,d,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {c,b,е} и {a,c,е} не базисы, b и a лежат в плоскости векторов c, е (которые не коллинеарны в силу базисности {с,d,e}). Аналогично, b и а лежат в плоскости с и d. Таким образом, все пять векторов компланарны, противоречие.
15 подмножеств из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,d,e}, {a,c,e}. При базисных {a,b,c}, b = e, c = d указанные тройки являются базисными, а остальные нет.
60 подмножеств из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {c,е,d} и {a,c,е} не базисы, d и a лежат в плоскости векторов c, e (которые не коллинеарны в силу базисности {с,b,e}), значит, {d,c,a} компланарны, противоречие.
60 подмножеств из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,d,e}, {b,c,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {c,b,d} и {a,c,d} не базисы, b и a лежат в плоскости векторов c, d (которые не коллинеарны в силу базисности {с,b,e} и компланарности {d,b,e}), значит, {d,b,a} компланарны, противоречие.

12 подмножеств из 5 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {b,с,d}, {с,d,e}, {d,e,a}, {a,b,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,b,d} и {a,c,d} не базисы, b и c лежат в плоскости векторов a, d (которые не коллинеарны в силу базисности {с,b,e} и компланарности {d,b,e}), значит, {c,b,a} компланарны, противоречие.

30 подмножеств из 5 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,с,d}, {a,c,e}, {a,b,e}. При компланарных, но попарно неколлинеарных {d,b,c}, d = e и а, не лежащем в плоскости {d,b,c}, перечисленные тройки являются базисными, а остальные – компланарными.
60 подмножеств из 5 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,c,d}, {b,c,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {b,e,d} и {d,c,e} не базисы, b и c лежат в плоскости векторов d, e (которые не коллинеарны в силу базисности {с,a,d} и компланарности {a,c,e}), значит, {c,b,e} компланарны, противоречие.
30 подмножеств из 5 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a, b, c}, {b, с, d}, {a, b, d}, {a, c, d}, {a, b, e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {b, e, d} и {d, c, e} не базисы, е лежит в пересечении плоскостей векторов {b, d} и {d, c}, то есть e коллинеарен d. В силу того, что {а, e, с} и {b, c, e} не базисы, е лежит в пересечении плоскостей векторов {а, с} и {b, c}, то есть е и с коллинеарны. Поскольку e ненулевой, то с и d коллинеарны, но это невозможно, поскольку {b, с, d} базис. Противоречие.
60 подмножеств из 5 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {c,d,e}, {a,d,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {b,d,e} и {d,b,c} не базисы, e и c лежат в плоскости векторов d, b (которые не коллинеарны в силу базисности {a,b,d}), значит, {c,d,e} компланарны, противоречие.
60 подмножеств из 5 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,e}, {b,d,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,c,e} и {d,e,c} не базисы, a и d лежат в плоскости векторов e, c (которые не коллинеарны в силу базисности {b,e,c}), значит, {c,d,a} компланарны, противоречие.

5 подмножеств из 6 элементов, дополнительных к множествам из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {b,c,d}, {a,с,d}. При компланарных, но попарно неколлинеарных векторах a, b, c, d и векторе е, не лежащем в одной плоскости с остальными векторами, указанные тройки компланарны, а остальные нет.
60 подмножеств из 6 элементов, дополнительных к множествам из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,с,d}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,d,c}, {a,b,d} не базисы, a лежит в пересечении плоскостей векторов d, c и b, d, то есть а коллинеарно d. Но тогда {а,d,е} не базис, противоречие.

10 подмножеств из 6 элементов, дополнительных к множествам из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {с,d,e}. При компланарных {с,d,e} и а = b, не лежащих в плоскости {с,d,e}, компланарными будут только перечисленные тройки векторов.
15 подмножеств из 6 элементов, дополнительных к множествам из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,d,e}, {a,c,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,b,c}, {a,b,d} не базисы, a лежит в пересечении плоскостей векторов b, c и b, d, то есть а коллинеарно b. Но тогда {а,b,е} не базис, противоречие.
60 подмножеств из 6 элементов, дополнительных к множествам из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,b,c}, {a,b,d} не базисы, a лежит в пересечении плоскостей векторов b, c и b, d, то есть а коллинеарно b. Но тогда {а,b,е} не базис, противоречие.

60 подмножеств из 6 элементов, дополнительных к множествам из 4 элементов, получающихся переименованием векторов из  {a,b,c}, {a,b,d}, {a,d,e}, {b,c,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,b,c}, {a,b,d} не базисы, a лежит в пересечении плоскостей векторов b, c и b, d, то есть а коллинеарно b. Но тогда {а,b,е} не базис, противоречие.
10 подмножеств из 7 элементов, дополнительных к множествам из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}. Если a, c, d, e в общем положении, и a = b, указанные три тройки векторов компланарны, а остальные – базисные.
60 подмножеств из 7 элементов, дополнительных к множествам из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,с,d}, {a,b,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,b,c}, {a,с,d} не базисы, a лежит в пересечении плоскостей векторов b, c и с, d, то есть а коллинеарно с. Но тогда {а,с,е} не базис, противоречие.

30 подмножеств из 7 элементов, дополнительных к множествам из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {с,d,e}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,b,c}, {a,b,d} не базисы, a лежит в пересечении плоскостей векторов b, c и b, d, то есть а коллинеарно b. Но тогда {а,b,е} не базис, противоречие.

20 подмножеств из 7 элементов, дополнительных к множествам из 3 элементов, получающихся переименованием векторов из {a,b,c}, {a,b,d}, {a,с,d,}. Такие подмножества не являются хорошими. Покажем это для указанного подмножества. В силу того, что {a,b,c}, {a,b,d} не базисы, a лежит в пересечении плоскостей векторов b, c и b, d, то есть а коллинеарно b. Но тогда {а,b,е} не базис, противоречие.
15 подмножеств из 8 элементов, дополнительных к множествам из 2 элементов, тройки в которых пересекаются по 1 вектору. Если плоскости троек компланарных но попарно неколлинеарных векторов a, b, c и с, d, e пересекаются по прямой вектора с, то все тройки, кроме двух указанных, образуют базисы.
30 подмножеств из 8 элементов, дополнительных к множествам из 2 элементов, тройки в которых пересекаются по двум векторам. Такие подмножества не являются хорошими. Действительно, пусть только {a,b,c},{a,b,d} не базисы. Поскольку {a,с,d} базис, то плоскости a,c и a,d пересекаются по a. Поскольку b лежит в обеих этих плоскостях, он коллинеарен a. Но тогда {a,b,e} не базис, противоречие.
10 подмножеств из 9 элементов. Если a, b, c компланарны, а неколлинеарные векторы d и e не лежат в плоскости a, b, c, то все тройки, кроме {a,b,c}, образуют базисы.

1 подмножество из 10 элементов. Для 5 векторов в общем положении все четверки векторов образуют базисы.
Итого, хороших подмножеств 172. К сожалению, совершенно нет уверенности, что я нигде не ошибся.
