ММ196 (9 баллов) 

1. Три корабля A, B, и C движутся равномерно и прямолинейно.
2. Когда корабль A находился ближе всего к маяку, расстояние между B и C было 30 миль.
3. Когда корабль B находился ближе всего к маяку, расстояние между A и C было 40 миль.
4. Когда корабль C находился ближе всего к маяку, расстояние между A и B было 14 миль.
5. В 12:00 расстояния от маяка до всех кораблей были одинаковыми.
6. В 13:00 расстояния от маяка до всех кораблей были одинаковыми.
7. В 14:00 расстояния от маяка до всех кораблей были одинаковыми.
8. В 15:00 корабль B пересек маршрут корабля A.
9. В 16:00 корабль A пересек маршрут корабля B.
Найти скорость каждого корабля.
Примечание: Все корабли и маяк - материальные точки. 

Решение.

Начнём с фактов 5-7. Для каждого корабля, движущегося равномерно и прямолинейно, квадрат его расстояния до маяка есть квадратичная функция от времени. Если две такие функции A(t) и B(t) совпадают в три различных момента времени, то квадратичная функция A(t)-B(t) имеет три различных действительных корня, поэтому она тождественно равна нулю. То же самое можно сказать и про A(t)-C(t). Это означает, что для всех трех кораблей квадрат расстояния до маяка выражается одной и той же функцией A=B=C=d(t). Следовательно, три корабля в любой момент времени находятся на равных расстояниях от маяка. В том числе — в тот момент времени, когда расстояние до маяка принимает наименьшее возможное значение. То есть утверждения 2-4 относятся именно к этому (одному и тому же) моменту времени. Кроме того, из доказанного равенства функций d(t) для всех кораблей немедленно следует, что корабли движутся с равными скоростями.

Теперь рассмотрим положения кораблей в момент времени, соответствующий минимальному расстоянию до маяка. Они образуют треугольник ABC со сторонами 14, 30 и 40 миль. Маяк — такая точка M плоскости, для которой расстояния до вершин треугольника одинаковы, т. е. центр описанной окружности. Вычислим радиус этой окружности по формуле R=abc/4S, где S ищется по формуле Герона. Получим R=25 миль. Так как эти точки задают минимальные расстояния от маяка до траекторий кораблей, то траектории — это касательные к окружности в точках A, B, C. Пусть K – точка пересечения касательных в точках A и B. В 15:00 в ней был корабль B, а в 16:00 – корабль A. Но мы знаем, что в некоторый момент времени эти корабли были в точках A и B соответственно. Значит, корабль A направлялся от точки A к точке K,  а корабль B — от K к B. Поскольку отрезки касательных равны, то AK=KB,  а так как корабли двигались с равными скоростями, то на пути AK и KB они потратили одинаковое время. Таким образом, момент нахождения кораблей в точках A и B определился — это было посередине между 15:00 и 16:00, то есть в 15:30. [Альтернативные варианты будут рассмотрены ниже.] 

Таким образом, скорости кораблей таковы, что за полчаса они проходят отрезок AK=KB, и нам осталось всего лишь найти длину этого отрезка. Это несложно: треугольник AMK прямоугольный, его катет AM равен 25, а высота, опущенная на гипотенузу, равна 7=AB/2. Из т.Пифагора находим, что эта высота делит гипотенузу на отрезки 24 и 49/24, а из подобия треугольников получаем AK=175/24. Окончательно, скорость кораблей равна 175/12 узлов (миль в час). 

Теперь об альтернативных вариантах. Вообще говоря, нигде в условии не сказано, что указанные в условии моменты времени относятся к одному и тому же дню. Для фактов 5-7 это несущественно (эти моменты всегда различны), а вот для фактов 8 и 9 допущение различных дней приводит к другим решениям. А именно, если допустить, что пересечение траектории в 16:00 произошло на сутки позже, чем пересечение в 15:00, то момент, соответствующий треугольнику ABC, наступит посередине между 15:00 и 16:00 следующих суток, то есть в 3:30 ночи. В этом случае скорость кораблей будет не 175/24 мили за полчаса, а 175/24 мили за 12,5 часов, то есть всего 7/12 узла. Аналогично, если считать, что 16:00 были на сутки раньше, чем 15:00, то «момент ABC» наступит в 2:30 ночи, то есть путь 175/24 пройден за 11,5 часов. Это даёт скорость 175/276 узла.

Несложно видеть, что все  ответы описываются формулами 175/12/(24n±1), где n — количество дней между описанными в условии моментами 8 и 9, а плюс/минус соответствуют сдвигу даты вперед/назад. 

