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Решение:
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 совпадет с одним из концов отрезка. Лемма доказана. 

Двумерный случай.

i).Выведем оценку снизу. К какой-нибудь из двух смежных сторон единичного квадрата примыкает несколько прямоугольников из разбиения (если не так, то квадрат не разбивался вовсе). Выберем именно эту сторону, и рассмотрим те прямоугольники, которые примыкают к ней.

1) Пусть хотя бы у одного из этих прямоугольников сторона равна 1.
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Тогда внутренние границы прямоугольников содержат, как минимум, один единичный отрезок, посчитанный два раза, и ещё хотя бы один отрезок (на рисунке изображены красным). С учётом периметра единичного квадрата  (ведь каждая точка 4-ёх сторон квадрата лежит на стороне какого-то прямоугольника), получаем, что сумма периметров всех прямоугольников больше  6-ти. 

2) Пусть стороны всех примыкающих прямоугольников меньше единицы. Тогда стороны прямоугольников, параллельные данной стороне квадрата, в сумме дают не меньше, чем 1, и плюс ещё, как минимум, один отрезок внутренней границы прямоугольников, перпендикулярный выбранной стороне. Здесь также, внутренние границы (на рисунке изображены красным) имеют длину больше 2, и с учётом периметра единичного квадрата, получаем, что сумма периметров всех прямоугольников больше  6-ти. 
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ii).Выведем оценку сверху. Рассмотрим разбиение единичного квадрата на прямоугольники с размерами 
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Зафиксируем числа 
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  принимает максимальное значение, если в каждой паре одно из чисел равно 1. Без ограничения общности считаем, что 
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 среди всевозможных разбиений единицы по формуле (1)  равно 
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     Покажем, что существует разбиение квадрата на прямоугольники с суммой периметров, равной 202. Для этого разобьём квадрат на полоски в виде прямоугольников 
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iii). При каждом значении 
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 рассмотрим следующее разбиение на прямоугольники.
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Пусть, так как показано на рисунке, единичный квадрат 
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 разбит на 100 прямоугольников, среди которых есть прямоугольник 
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, каждый из которых имеет стороны 
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 изменятся в пределах интервала 
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, и, что важно, принимает каждое значение из этого интервала. С учётом примера разбиения, рассмотренного в пункте ii)., получаем следующий результат:

Утверждение. При разбиении единичного квадрата на 100 прямоугольников сумма 
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и может принимать любое значение, удовлетворяющее неравенству (2).

Замечание. Понятно, что заменив число 100 на любое 
[image: image69.wmf]3

³

n

, мы получим точные оценки для суммы 
[image: image70.wmf]P

 периметров всех прямоугольников при разбиении единичного квадрата на  
[image: image71.wmf]n

 прямоугольников:  

                                               
[image: image72.wmf]n

P

2

2

6

+

£

<

                                                          (3)

Для полноты рассмотрений сформулируем следующее очевидное замечание:
Замечание. При 
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В двумерном случае интересно рассмотреть и такую общую задачу

Найти диапазон изменения суммы 
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 периметров всех прямоугольников при разбиении на 
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прямоугольников исходного прямоугольника со сторонами 
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Далее пусть 
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Рассмотрим основные этапы, их доказательство аналогично исходной задаче.
i).Оценка снизу. Внутренние границы прямоугольников имеют длину больше, чем 
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i).Оценка сверху. Пусть имеем представление 
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Фиксируем все аргументы, кроме первых двух, тогда с учётом леммы максимум выражения 
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  принимает максимальное значение, если в каждой паре  
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     Далее, разобьём исходный прямоугольник на полоски в виде прямоугольников 
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iii). При каждом значении 
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 рассмотрим следующее разбиение прямоугольника. Воспользуемся рисунком:
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Пусть прямоугольник  
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Пусть в разбиении возникает хотя бы один внутренний отрезок, параллельный более длинной стороне 
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Получаем следующий результат:

Утверждение. Диапазон изменения суммы 
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 периметров всех прямоугольников при разбиении на 
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и каждое значение из указанного множества может приниматься.

Трёхмерный случай.
Найти диапазон изменения суммы 
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 площадей полной поверхности всех параллелепипедов при разбиении на 
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параллелепипедов единичного куба.

Утверждение. При 
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 принимает значение в диапазоне 
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, причём каждое значение из указанного промежутка. При 
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 EMBED Equation.3  [image: image172.wmf]6
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, а при 
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Доказательство нетривиального случая проведём как и в плоском аналоге.
При выведении оценки снизу выбираем грань куба, к которой примыкает несколько параллелепипедов, а далее также.

При выведении оценки сверху, замечаем, что выражение  
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 при фиксированных значениях 
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 и произведении 
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, как следует из леммы, будет максимальным, если одно из чисел 
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 или 
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 равно 1. Таким образом, при фиксированном значении 
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 максимальное значение выражения 
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 достигается, когда какие-то два аргумента из трёх равны 1. Пусть 
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, а из условия баланса для объёмов 
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следует, что 
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. Таким образом, 
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Разбиение куба  
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-ой параллельными плоскостями на 
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 слоёв даёт пример достижения равенства в оценке.

А пример, при  котором достигается каждое значение из указанного диапазона, строится аналогично плоскому случаю. Горизонтальной плоскостью отекаем параллелепипед высотой 
[image: image188.wmf])
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, а затем   оставшийся режем послойно параллельно какой-либо вертикальной грани на 
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 параллелепипед. При изменении 
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 получаем любое внутреннее значение указанного диапазона.
Многомерный случай. При 
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Диапазон изменения суммы 
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 мер границ всех параллелепипедов при разбиении на 
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параллелепипедов единичного N-мерного куба таков
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Ход доказательства полностью повторяет предыдущие.

Замечание. Возникающие и другие обобщения, например, относительно  
[image: image195.wmf]-

k

мерных участков границ параллелепипедов или, например, разбиение на произвольные выпуклые плоские фигуры или тела в пространстве, вполне могут служить темой задач в будущем.
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