Конкурсная задача ММ166 (3 балла) 

Для каждого из натуральных чисел от 1 до 10000000000 находят знакочередующуюся сумму всех натуральных делителей, упорядоченных по возрастанию (делитель 1 берется со знаком минус). Сколько отрицательных и сколько нечетных чисел при этом получится? 



Решение:
Для произвольного 
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 выпишем все его делители в порядке возрастания: 
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. Сумма из задачи равна 
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, т.е. знак суммы равен знаку последнего делителя (случаи, когда у 
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 один или два делителя нужно рассмотреть отдельно, но вывод не изменится). А он, в свою очередь, равен 
[image: image5.wmf](

)

m

1

-

.
Разложим число 
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 на простые множители: 
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. Сумма из условия отрицательна тогда и только тогда, когда нечётно количество делителей 
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, т.е. когда все степени 
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 чётны. Это равносильно тому, что 
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 - полный квадрат. Среди чисел не превышающих 
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 есть 
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 полных квадратов.
Для ответа на второй вопрос заметим, что чётность знакочередующейся суммы равна чётности суммы делителей. Последняя является мультипликативной функцией. Опять, используя разложение 
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 на простые множители 
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 находим: 
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, т.е. степень двойки не влияет на чётность 
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. Для любого нечётного простого 
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, 
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. И опять, сумма из условия нечётна тогда и только тогда, когда все степени 
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 кроме, может быть, степени при 2, чётны. Наивысшая степень двойки в разложении 
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 на простые может быть либо четна, либо нечетна. В первом случае 
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 является полным квадратом, во втором случае - 
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 является полным квадратом. Окончательно, сумма из условия нечетна для 
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Ответ: 100000; 170710.
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