Конкурсная задача ММ171 
Вася, Петя, Коля и Федя хвалились параллелепипедами, которые они склеили из единичных кубиков. Васин параллелепипед имел размеры axbxc. Петин - (a+1)xbxc, Колин - (a+1)x(b+1)xc, а Федин - (a+1)x(b+1)x(c+1).
- Зато у моего параллелепипеда диагональ целочисленная - сказал Вася.
- Подумаешь! У моего тоже диагональ целочисленная - заявил Петя.
- И у моего - заметил Коля.
- И у моего тоже - не отстал от товарищей Федя.
Найти максимально возможное количество честных среди перечисленных мальчиков. 

Решение 

Вычислим квадраты диагоналей  указанных параллелепипедов:

у Васи 
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у Пети 
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у Коли 
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у Феди 
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Докажем следующее утверждение: если 
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(a, b, c, d – целые числа), то 
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не является точным квадратом.
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, таким образом, оказывается, что 
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 лежит между двумя соседними квадратами и поэтому не может являться точным квадратом.


Посмотрим на рисунок, на котором совмещены изображения параллелепипедов abc , (a+1)(b+1)(c+1) и единичного куба.
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Из треугольника, образованного диагоналями этих параллелепипедов следует
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Таким образом, если 
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является точным квадратом, то только следующий точный квадрат 
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может являться одной из сумм трёх квадратов: 
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Теперь заметим, что 
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d

и 
[image: image18.wmf]2

)

1

(

+

d

разной чётности, а выражения 
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 имеют одинаковую чётность, откуда следует, что если 
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является точным квадратом, то 
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не может являться точным квадратом.


Наконец, рассмотрим последний случай : 
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 одновременно являются точными квадратами. Тогда:
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Раскрыв скобки во втором уравнении и вычитая первое уравнение, получим:
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, что противоречит неравенству 
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 одновременно не могут 
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Итак, доказано, что если 
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 точный квадрат, то 
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не могут быть точными квадратами. 

Из этого следует, что если 
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 точный квадрат, то 
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 также не могут быть точными квадратами, так как 
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является  
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 и по доказанному не является точным квадратом, а по предположению – это точный квадрат. 

Учитывая доказанные факты можно ответить на вопрос задачи:

максимально возможное количество честных среди перечисленных мальчиков равно  одному.
_1427636688.unknown

_1427871041.unknown

_1427875060.unknown

_1427875081.unknown

_1427875615.unknown

_1427875639.unknown

_1427875692.unknown

_1427875411.unknown

_1427875068.unknown

_1427873350.unknown

_1427874311.unknown

_1427873910.unknown

_1427873918.unknown

_1427873370.unknown

_1427871476.unknown

_1427661403.unknown

_1427661436.unknown

_1427871024.unknown

_1427664106.unknown

_1427661359.unknown

_1427661171.unknown

_1426800029.unknown

_1427634630.unknown

_1427632602.unknown

_1427632895.unknown

_1426504106.unknown

_1426504242.unknown

_1426400050.unknown

