ММ198 (8 баллов) 

Будем говорить, что n-угольник относится к классу s, если его можно триангулировать на n-2 треугольника внутренними диагоналями в точности s различными способами. Найти три наименьших и три наибольших значения s для 
Решение:

1. Минимальные значения. Покажем, что  для любого многоугольника s > 0, то есть любой многоугольник можно разбить диагоналями на треугольники. 

Доказательство проведем индукцией по числу сторон многоугольника n. 

Ясно, что при n = 3 утверждение верно, так как любой треугольник сам себе триангуляция. 

Пусть утверждение выполнено для любых многоугольников с числом сторон меньше k >= 4. Докажем утверждение для k. Для этого достаточно доказать, что в любом k-угольнике можно провести хотя бы одну внутреннюю диагональ, поскольку она разобьет многоугольник на два, каждый из которых можно триангулировать по предположению индукции, что вместе с проведенной диагональю даст нам триангуляцию всего многоугольника. 

Проведем любую прямую, не пересекающуюся с многоугольником и станем двигать ее, пока она не коснется многоугольника. Одной из точек касания обязательно является вершина многоугольника, а две соседние с ней вершины будут лежать по одну сторону от прямой. Таким образом, в любом многоугольнике есть хотя бы один угол меньший развернутого. Пусть АВС – такой угол. Если отрезок АС не пересекает сторон треугольника, он является искомой внутренней диагональю многоугольника. Если АС пересекает стороны многоугольника, то внутри треугольника АВС есть вершины многоугольника. Проведя через В прямую, параллельную АС и двигая ее параллельно АС, в какой-то момент эта прямая коснется многоугольника внутри треугольника АВС, и одной из точек касания будет вершина Д многоугольника. Тогда отрезок ВД будет искомой внутренней диагональю многоугольника.

Покажем теперь, что значения s = 1, 2, 3 достижимы. Примеры приведены на рисунках:

s = 1
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Вершины, находящиеся под горизонтальной прямой линией, не могут быть соединены внутренними диагоналями с другими вершинами. Поэтому соседние с ними вершины многоугольника должны быть соединены диагоналями. 

Вершины, лежащие на горизонтальной прямой линии, кроме уже проведенных диагоналей не могут быть соединены внутренними диагоналями с другими вершинами, кроме как с вершиной, лежащей над прямой линией. Поэтому приведенная триангуляция – единственно возможная для данного 20-угольника.
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s = 2. Аналогичные рассуждения показывают, что нарисованные черным диагонали обязательно должны быть проведены в любой триангуляции, а из двух синих диагоналей можно выбрать одну любую.
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s = 3. Аналогичные рассуждения показывают, что нарисованные черным диагонали обязательно должны быть проведены в любой триангуляции. Синими диагоналями, как легко видеть, триангуляцию оставшегося пятиугольника можно провести тремя способами
2. Максимальные значения. 
Диагонализацией замкнутой n-звенной ломаной назовем любое множество из n-3 отрезков соединяющих не соседние вершины многоугольника. Правильной диагонализацией назовем такую диагонализацию, для которой вершины, являющиеся концами любых двух диагоналей, встречаются при обходе ломаной не в чередующемся порядке (т.е. сначала встречаются два конца одной диагонали, потом два конца другой). Триангуляцией многоугольника является диагонализация, при которой все диагонали являются внутренними и попарно не пересекаются. Таким образом, все триангуляции обязаны быть правильными диагонализациями (но не наоборот, для невыпуклых многоугольников).

Количество правильных диагонализаций n-звенной ломаной есть не что иное, как С(n-2) – число Каталана. Таким образом, количество триангуляций 20-угольника не превосходит С(18), а для любых выпуклых 20-угольников это значение достигается – это и есть первое  максимальное значение.

Далее, для любого невыпуклого многоугольника диагональ, соединяющая вершины, соседние с одной и той же вершиной угла многоугольника, больше развернутого, не является внутренней. Значит, все правильные диагонализации, содержащие эту диагональ, не являются триангуляциями. Поскольку такая диагональ разбивает 20-угольник на две замкнутых ломаных с количеством звеньев 3 и 19, количество правильных диагонализаций 20-угольника, содержащих эту диагональ, равно количеству правильных диагонализаций 19-звенной ломаной. Таким образом, у любого невыпуклого 20-угольника не больше С(18)-С(17) правильных диагонализаций, а значит и триангуляций. Для любого невыпуклого 20-угольника, у которого есть лишь угол ненамного больше развернутого (такого, что только одна диагональ не является внутренней) это количество триангуляций достигается, что дает второе наибольшее значение.

Наконец, из 20-угольников, имеющих больше одной не внутренней диагонали, наибольшее число правильных диагонализаций оказывается у многоугольника с двумя не внутренними диагоналями, как на рисунке (не внутренние диагонали выделены синим и красным цветом):
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Правильными диагонализациями  в этом случае являются все правильные диагонализации 20-звенной ломаной, не содержащие этих двух диагоналей. 

Правильных диагонализаций, содержащих красную диагональ, С(17).

Синяя диагональ делит 20-угольник на две замкнутые ломаные с числом звеньев 18 и 4. Четырехзвенная ломаная имеет две диагонали, зеленую и красную. Любая правильная диагонализация 20-угольника, не содержащая красную диагональ, но содержащая синюю, содержит синюю и зеленую диагональ. Количество таких правильных диагонализаций равно количеству правильных диагонализаций 18-звенной ломаной, то есть С(16). Таким образом, количество триангуляций такого 20-угольника равно С(18)-С(17)-С(16).

