ММ258 (7 баллов) Решения принимаются до 24.10.2020
Сколько элементов содержит множество сумм квадратов цифр квадратов чисел, в десятичной записи которых присутствуют по одному разу ровно три ненулевых цифры: 1, 4, 9? (Нулей может быть сколько угодно).

Ответ: множество содержит 25 чисел: 13, 137, 139, 224, 86, 234, 19, 113, 228, 216, 200, 305, 240, 303, 115, 301, 167, 315, 289, 287, 285, 194, 297, 299, 208
Решение: Пусть  – два произвольных натуральных числа, тогда рассматриваются квадраты чисел вида  Их квадраты имеют вид:
 . (1)
Поскольку , то все множители перед степенями десятки не более чем двузначны. Таким образом, ненулевыми цифрами квадратов рассматриваемых чисел могут быть только цифры в разрядах  либо в разрядах, на единицу больших, чем перечисленные. Если какое-то число из этого набора из шести разрядов отличается от всех остальных чисел на 2 и более, то соответствующий одно- или двузначный множитель из выражения (1) входит в запись числа  в виде отдельного двузначного числа.
Числа , кроме пары чисел , расположены в строго убывающем порядке, разность между соседними двумя сравнимыми числами либо , либо . Поэтому отличаться друг от друга меньше, чем на 2 могут либо соседние между собой сравнимые числа, либо числа  между собой. Поэтому для наборов цифр квадратов чисел, а значит и для суммы квадратов этих цифр, существенно различными могут оказаться только следующие случаи:









Для каждого из этих 9 вариантов есть по 6 способов отождествления элементов во множествах . Переберем все 54 варианта и вычислим в каждом из этих вариантов сумму квадратов цифр – результаты привожу в таблице. Для многих случаев наборы цифр в квадратах, либо просто сумма квадратов этих цифр оказались одинаковыми, такие случаи выделены одинаковым цветом. Всего нашлось 25 различных квадратов сумм цифр (последний столбец таблицы)
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