ММ169 (6 баллов)
Ответ: 1. Может. 2. Может.

Решение: 

1. Как известно, произведение 3/2*4/3*6/5*…*(p+1)/p*…, где р – простые числа, расходится, то есть частичные произведения неограниченно возрастают. Пусть p – такое простое число, что 2/1*3/2*5/4*…*p/(p-1) >51. По теореме Дирихле, существует простое число n вида 
1+k*(2*3*5*…*p)^C, 
где k – некоторый множитель. В качестве С выберем такое достаточно большое число, чтобы неравенство

 (a^(В+1)-1)/(a-1) > (а/(a-1))*2^(-1/p)*a^B  

выполнялось для всех простых a от 2 до р включительно и для всех В, начиная с В = C. 
Тогда:

f(n) = n-1 = k*(2*3*5*…*p)^C, 

s(f(n)) = s(k*(2*3*5*…*p)^C) > s(2^B_2*3^B_3*…*p^B_p*х) 

(где степени B_а для всех простых а от 2 до p не меньше С, х – произведение некоторого количества других простых множителей) 

= s(х)* Пs(а^B_а) (произведение берется по простым а от 1 до р) = s(x)*П(a^(В_а+1)-1)/(a-1) > (по выбору С, и поскольку s(x) > x) >

x*П(а/(a-1)*2^(-1/p)*a^B_а) > x*51*(1/2)* П(a^B_а)  = 25,5*(n-1) > 25*(n+1)

В то же время:

s(n) = n+1 = 2*y, у – нечетное.
f(s(n)) = f(2*y) = f(2)*f(y) = f(y) < y = (n+1)/2

Таким образом,
f(s(n))/s(f(n)) < ((n+1)/2)/(25*(n+1)) = 1/50.

2. Пусть n = П(а^B_а) – произведение положительных степеней простых а от 2 до какого-то р включительно. Покажем, что для такого числа s(f(n)) < n. Действительно, 

f(П(а^B_а)) = Пf(а^B_а) = П((a-1)/a*а^B_а) = (П(a-1)/a)*n. 

С другой стороны, так как все а не больше p, то и все числа а-1 раскладываются на простые, меньше p. Поэтому f(n) тоже имеет вид П(а^С_а), где a пробегает простые от 2 до р, но теперь какие-то степени С_а могут быть и нулевыми. Поэтому:

s(f(n)) = s(П(а^C_а)) = П(a^(C_а+1)-1)/(a-1) < П(а/(a-1)*а^С_а) = П(а/(a-1))*f(n) = П(а/(a-1))* (П(a-1)/a)*n = n.

Таким образом, чтобы найти n, для которого f(s(n))/s(f(n)) > 7, достаточно найти n = П(а^B_а) – произведение положительных степеней простых а от 2 до какого-то р включительно, для которого f(s(n)) > 7*n.
Возьмем в качестве р = 43, 
n = 2^30*3^12*5^12*7^12*11^16*13^6*17^6*19^18*23^4*29^4*31^6*37^12*41^2*43^4.

Тогда s(n) =  s(П(a^B_a)) = П(а^(B_a+1)-1)/(a-1). 
Все множители (а^(B_a+1)-1)/(a-1) являются простыми, поэтому: 

f(s(n)) = П((а^(B_a+1)-1)/(a-1)-1) = П(а^(B_a+1)-a)/(a-1), 

и f(s(n))/n приблизительно равняется 7,052.
