
1à) Îáîçíà÷èì ÷èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê çà an. Î÷åâèäíî a0 = a1 = 1, a2 = 2. Ðàññìîòðèì, êóäà
ïåðåõîäèò 1. Åñòü äâà âàðèàíòà - ëèáî â ñåáÿ (îñòàåòñÿ n− 1 ýëåìåíò, êàæäûé èç êîòîðûõ äîëæåí
ñäâèíóòüñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1 - òàêèõ an−1), ëèáî â 2 (äàëüøå íåëüçÿ). Åñëè îí ñäâèíóëñÿ â äâîéêó,
òî äâîéêà âñòàëà íà åãî ìåòî (áîëüøå íèêîìó ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ) è îñòàëüíûå n − 2 ýëåìåíòà
îáðàçîâàëè õîðîøóþ ïåðåñòàíîâêó. Èòîãî an−2 òàêèõ âàðèàíòîâ.
Çíà÷èò an = an−1 + an−2. Ýòî ïðîñòî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.
1á) Çäåñü âîçìîæíî áîëüøå âàðèàíòîâ.
1) Åäèíèöà íåïîäâèæíà - òàêèõ bn−1.
2) Åäèíèöà ìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñ äâîéêîé - òàêèõ bn−2

3) Åäèíèöà ìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñ òðîéêîé, äâîéêà ñòîèò íà ìåñòå - òàêèõ bn−3

4) Åäèíèöà ìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñ òðîéêîé, äâîéêà - ñ ÷åòâåðêîé (áîëüøå íè â êàêîé öèêë äâîéêà
âîéòè íå ìîæåò) - òàêèõ bn−4

5) Åäèíèöà âõîäèò â öèêë äëèíû õîòÿ áû 3. Òîãäà 2 è 3 - åå îáðàç è ïðîîáðàç ïî ýòîìó öèêëó. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî 2 7→ 1 7→ 3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñêà÷îê ÷åðåç 1 â ðÿäó 1 7→ 3 7→ . . .. Ïîñëå íåãî èäåò
øàã - ëèáî íà 1 íàçàä, ëèáî íà 1 âïåðåä. À äàëüøå âñå ñíîâà îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî - åñëè ïîéòè
äàëüøå âïåðåä, òî îáðàòíî ê äâîéêå óæå íå âåðíóòüñÿ - äâà ÷èñëà ïîäðÿä óæå çàíÿòû è ñîçäàþò
íåïðåîäîëèìûé áàðüåð äëÿ âîçâðàùåíèÿ. Ïîýòîìó âîçâðàùàòüñÿ íàäî íåìåäëåííî. Ïîëó÷àåì öèêëû
òèïà 1− 3− 5− 7− 6− 4− 2− 1 è 1− 3− 5− 7− 8− 6− 4− 2− 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî öèêëà
äëèíû k (ìèíèìóì 3) ñ ó÷àñòèåì åäèíèöû åñòü ðîâíî 2 òàêèõ öèêëà, â êîòîðûå îíà ìîæåò âõîäèòü
(íàø è â îáðàòíóþ ñòîðîíó), à îñòàëüíûå n− k ýëåìåíòîâ ñòàâÿòñÿ ëþáûì èç bn−k ñïîñîáîâ.
Èòîãî bn = bn−1 + bn−2 + bn−3 + bn−4 + 2bn−3 + 2bn−4 + . . . + 2b0

Íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b0 = b1 = 1, b2 = 2, b3 = 6 (òóò âñå ïåðåñòàíîâêè
ãîäÿòñÿ), b4 = b3 + b2 + 3b1 + 3b0 = 14
b5 = b4 + b3 + 3b2 + 3b1 + 2b0 = 14 + 6 + 6 + 3 + 2 = 31
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè n ≥ 6.
bn− bn−1 = bn−1 + bn−2 + bn−3 + bn−4 +2bn−3 +2bn−4 + . . .+2b0− (bn−2 + bn−3 + bn−4 + bn−5 +2bn−4 +
2bn−5 + . . . + 2b0) = bn−1 + 2bn−3 − bn−5

Ñëåäîâàòåëüíî, bn = 2bn−1 +2bn−3−bn−5. Ýòî ïîçâîëÿåò íàïèñàòü îáùóþ ôîðìóëó ïî ìîäóëþ òîãî,
÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå âûðàæàþòñÿ â ðàäèêàëàõ.
Åñëè ñ÷èòàòü âñå ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìåðàìè íóëÿìè, òî ýòà ôîðìóëà âåðíà óæå íà÷èíàÿ ñ
n = 2.

2) Â ñèëó ñèììåòðèè ìîæíî ñ÷èòàòü a = 1. Âûÿñíèì, â ñêîëüêèõ ïåðåñòàíîâêàõ îíî âõîäèò â öèêë
äëèíû èìåííî k. Äëÿ ýòîãî îïèøåì âñå òàêèå ïåðåñòàíîâêè. Îíè îòïðàâëÿþò 1 â íåêîòîðîå a1 (n−1
âàðèàíò), åãî - â íåêîòîðîå a2 (n−2 âàðèàíòà) è òàê äàëåå äî ak−1, êîòîðîå îòïðàâëÿåòñÿ â åäèíèöó.
Îñòàëüíûå n−k ýëåìåíòîâ ïåðåñòàâëÿþòñÿ êàê óãîäíî. Ïîëó÷àåì (n−1)(n−2) . . . (n−k+1)·(n−k)! =
(n− 1)! íåçàâèñèìî îò k.

3à) Êàæäûé ýëåìåíò âõîäèò â (n−1)! öèêëîâ äëèíû k. Ïîýòîìó âñå âìåñòå îíè ñîäåðæàò n(n−1)! =
n! ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, âñåãî öèêëîâ äëèíû k âî âñåõ ïåðåñòàíîâêàõ ðîâíî n!

k . Íà êàæäóþ èç n!
ïåðåñòàíîâîê ïðèõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïî 1

k ýòîãî êîëè÷åñòâà. Ýòî è åñòü ìàòîæèäàíèå.
b) Ïîñêîëüêó ìàòîæèäàíèå ñóììû åñòü ñóììà ìàòîæèäàíèé, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷å-
ñòâà öèêëîâ ðàâíî 1

1 + 1
2 + 1

3 + . . . + 1
n = Hn ≈ ln n

c) Äëÿ ïîèñêà ìîäû îïèøåì ñíà÷àëà, ñêîëüêî ïåðåñòàíîâîê èìåþò äàííóþ öèêëåííóþ ñòðóêòóðó.
Ïóñòü â ïåðåñòàíîâêå a1 öèêëîâ äëèíû 1, a2 öèêëîâ äëèíû 2 è òàê äàëåå, an öèêëîâ äëèíû n,
a1 + 2a2 + . . . + nan = n.
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Ñíà÷àëà ñëåäóåò ðàçáèòü n ÷èñåë íà ãðóïïû ïî 1 (a1 øòóê) è òàê äàëåå. Ýòî äåëàåòñÿ n!
1!a12!a2 ...n!an

ñïîñîáàìè.
Çàòåì íàäî ó÷åñòü, ÷òî íåêîòîûå ðàçáèåíèÿ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ãðóïï. Ïðèäåòñÿ ïîäåëèòü
âñå íà a1!a2! . . . an!.
Íàêîíåö, â êàæäîé ãðóïïå íàäî îðãàíèçîâàòü ïåðåñòàíîâêó âñåõ ýëåìåíòîâ ïî öèêëó. Â ãðóïïå èç
x ýëåìåíòîâ ýòî äåëàåòñÿ (x− 1)! ñïîñîáàìè.
Èòîãî ïîëó÷àåì n!

1!a12!a2 ...n!an ·
0!a11!a2 ...(n−1)!an

a1!a2!...an! =

= n!
a1!a2!...an! ·

0!a11!a2 ...(n−1)!an

1!a12!a2 ...n!an = n!
a1!a2!...an! ·

(
1
2

)a2 ·
(

1
3

)a3
. . . ·

(
1
n

)an

Äëÿ ìàêñèìèçàöèè ýòîãî âûðàæåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a1!a2! . . . an!1a12a2 . . . nan áûëî ìèíèìàëüíî.
Î÷åâèäíî, ai!iai ≥ max(1, iai).
Ëåììà. Ïóñòü n ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ, íå áîëåå îäíîãî èç êîòîðûõ
ðàâíû åäèíèöå. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ íå ìåíüøå n−1 è ïðèìåð ñòðîèòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òàì áûëè äâà ÷èñëà a è b, òî äëÿ óìåíüøåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âûãîäíî çàìåíèòü
èõ íà a + b, åñëè íè îäíî èç íèõ íå åäèíèöà.
Òåïåðü ïðèìåíèì ëåììó ê ÷èñëàì iai. Ìû âèäèì, ÷òî òðåáóåìîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü ðàâíî
n− 1 òîëüêî ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:
a1 = 1
Åñòü åùå ðîâíî îäíî íåíóëåâîå ai è iai = n− 1
ai!iai = iai

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî, î÷åâèäíî ëèøü ïðè ai = 1 è ñëåäîâàòåëüíî i = n− 1.
Îòâåò. ×àùå âñåãî âñòðå÷àåòñÿ öèêë äëèíû n−1 è îäèí íåïîäâèæíûé ýëåìåíò. Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê

n!
n−1 .
3ã) k > n/5. Öèêëîâ äëèíû k ìîæåò áûòü 1, 2, 3, 4 (ïðè íåêîòîðûõ k íå âñå âàðèàíòû ðåàëèçóþòñÿ).
Ñêîëüêî ïåðåñòàíîâîê èìåþò õîòü îäèí öèêë äëèíû k? Íàäî âûáðàòü k ýëåìåíòîâ è ïåðåñòàâèòü èõ
îäíèì èç (k−1)! ñïîñîáà, à îñòàëüíûå ïåðåñòàâèòü êàê óãîäíî. Ïîëó÷èì n!

k!(n−k)! (n−k)!(k−1)! = n!
k .

Âïðî÷åì, ýòî óæå ñ÷èòàëè.
Îäíàêî íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè èìåþò ñðàçó äâà òàêèõ öèêëà. Èõ, åñòåñòâåííî, n!

2!k!k!(n−2k)! (n −
2k)!(k− 1)!(k− 1)! (åñëè k íå ñëèøêîì âåëèêî). Ëèøíÿÿ äâîéêà â çíàìåíàòåëå îòâå÷àåò çà ïåðåñòà-
íîâêó öèêëîâ ìåæäó ñîáîé.
Àíàëîãè÷íî ñ÷èòàåì ñ òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ öèêëàìè. Îòâåò ïîëó÷àåì ïîòîì èç ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-
èñêëþ÷åíèÿ.
n/5 < k ≤ n/4 : n!( 1

k −
1

2k2 + 1
6k3 − 1

24k4 )
n/4 < k ≤ n/3 : n!( 1

k −
1

2k2 + 1
6k3 )

n/3 < k ≤ n/2 : n!( 1
k −

1
2k2 )

n/2 < k ≤ n : n!( 1
k )

4à) Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðåñòàíîâêà ÷üåé-òî k-îé ñòåïåíüþ çàâèñèò èñêëþ÷è-
òåëüíî îò åå öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ öèêëîì äëèíû a ïðè âîçâåäåíèè
åãî â ñòåïåíü b. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îí ðàññûïàåòñÿ íà (a, b) öèêëîâ äëèíîé a/(a, b). Â ñàìîì äåëå,
çà (a, b) îïåðàöèé êàæäûé ýëåìåíò ïðîêðóòèòñÿ íà (a, b) ïîçèöèé ïî öèêëó è âñå ðàçîáüåòñÿ. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîêðó÷èâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â êàæäîì èç ýòèõ öèêëîâ b/(a, b)
ðàç, ÷òî âçàèìíî ïðîñòî ñ äëèíîé öèêëà.
Ýòî ïîçâîëÿåò ïî öèêëè÷åñêîé çàïèñè ïîíèìàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðåñòàíîâêà äàííîé ñòåïåíüþ. Íà-
ïðèìåð (12)(345) ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, âçàèìíî ïðîñòîé ñ 6. Â îäíó ñòîðîíó ýòî î÷åâèäíî -
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ïðè âîçâåäåíèè ýòîé æå ïåðåñòàíîâêè â òàêóþ ñòåïåíü ïîëó÷àåòñÿ òà æå ñàìàÿ öèêëè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà. Â äðóãóþ òîæå íåòðóäíî - òóò íèêàêèå öèêëû íå ðàçâàëèëèñü (íåò îäèíàêîâûõ), çíà÷èò ìû
âîçâîäèëè â ñòåïåíü ïåðåñòàíîâêó òîé æå öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû. À ïðè âîçâåäåíèè, íàïðèìåð, â
÷åòíóþ ñòåïåíü òðàíñïîçèöèÿ ðàçâàëèòñÿ.
Åùå ïðèìåð. (12)(34)(56)(78) ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òðåìÿ ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè â ñìûñëå
ñòåïåíåé
1) Âîçâåäåíèå â íå÷åòíóþ ñòåïåíü. Íàïðèìåð òàêîé æå ñòðóêòóðû.
2) Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü âèäà 4k + 2 ïåðåñòàíîâêè òèïà (1234)(5678)
3) Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü âèäà 8k + 4 ïåðåñòàíîâêè òèïà (12345678)
Ïåðåñòàíîâêè òèïà (12)(345678) ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíè, êðàòíûå òðåì, ëèáî äàþò íåïîäâèæíûå
ýëåìåíòû (ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ) ëèáî äàþò òî, ÷òî íàäî (ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ, íî ýòîò âàðèàíò
óæå ðàçîáðàí - ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âîîáùå âñå íå÷åòíûå ñòåïåíè, íå òîëüêî êðàòíûå òðåì).
Èñïîëüçóÿ ýòî è ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ - 1) ñòåïåíè èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü íå áîëüøèå, ÷åì
ÍÎÊ âñåõ ïîðÿäêîâ â ãðóïïå è 2) ìíîãèå ñòåïåíè äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû (êàê 2 è 22 â ãðóïïå
S5, íàïðèìåð - ìíîæèòåëü 11 íå âëèÿåò íè íà êàêèå ÍÎÄû), ðàçáåðåì ïîëíîñòüþ ñëó÷àè ãðóïï äî
S6. Âûïèñûâàòü áóäåì ëèøü îòâåòû, ìåíüøèå 100. Ïîñêîëüêó èõ áóäåò íå ìåíüøå 20, ìèíèìóìîâ
ìû íå ïðîïóñòèì.

Â ãðóïïå S1 ðîâíî 1 ïåðâàÿ ñòåïåíü.
Â ãðóïïå S2 ðîâíî 2 ïåðâûõ ñòåïåíè.
Â ãðóïïå S3 ðîâíî 3 âòîðûõ ñòåïåíè (2 3-öèêëà è òîæäåñòâåííàÿ).
Â ãðóïïå S3 ðîâíî 4 òðåòüèõ ñòåïåíè (3 òðàíñïîçèöèè è òîæäåñòâåííàÿ).
Â ãðóïïå S3 ðîâíî 6 ïåðâûõ ñòåïåíåé.

Ãðóïïà S4 ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû (ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû èç ïðåäûäóùèõ ïóíê-
òîâ):
(1)(2)(3)(4) - 1 øòóêà (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ)
(12)(3)(4) - 6 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íå÷åòíîé ñòåïåíüþ)
(123)(4) - 8 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé òðåì)
(1234) - 6 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íå÷åòíîé ñòåïåíüþ)
(12)(34) - 3 øòóêè (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé ÷åòûðåì)
Ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè 12. Ðàññìàòðèâàòü ñòåïåíè, áîëüøèå 6, íå èìååò
ñìûñëà (âìåñòî ñòåïåíè 8 ìîæíî áðàòü 4 = −8 mod 12, öèêëè÷åñêèå ñòðóêòóðû áóäóò îäèíàêî-
âûìè).
Ñòåïåíü 1. 1 + 6 + 8 + 6 + 3 = 24
Ñòåïåíü 2. 1 + 8 + 3 = 12
Ñòåïåíü 3. 1 + 6 + 6 + 3 = 16
Ñòåïåíü 4. 1 + 8 = 9
Ñòåïåíü 6. 1 + 3 = 4 (óæå áûëî)

Ãðóïïà S5 ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû:
(1)(2)(3)(4)(5) - 1 øòóêà (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ)
(12)(3)(4)(5) - 10 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íå÷åòíîé ñòåïåíüþ)
(123)(4)(5) - 20 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé òðåì)
(1234)(5) - 30 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íå÷åòíîé ñòåïåíüþ)
(12345) - 24 øòóêè (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé ïÿòè)
(12)(34)(5) - 15 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé ÷åòûðåì)
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(12)(345) - 20 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, âçàèìíî ïðîñòîé ñ 6)
Ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè 60. Ðàññìàòðèâàòü ñòåïåíè, áîëüøèå 30, íå èìååò
ñìûñëà.
Ñòåïåíü 2. 1 + 20 + 24 + 15 = 60
Ñòåïåíü 3. 1 + 10 + 30 + 24 + 15 = 80
Ñòåïåíü 4. 1 + 20 + 24 = 45
Ñòåïåíü 5. 1 + 10 + 20 + 30 + 15 + 20 = 96
Ñòåïåíü 6. 1 + 24 + 15 = 40
Ñòåïåíü 10. 1 + 20 + 15 = 36
Ñòåïåíü 12. 1 + 24 = 25
Ñòåïåíü 15. 1 + 10 + 30 + 15 = 56
Ñòåïåíü 20. 1 + 20 = 21
Ñòåïåíü 30. 1 + 15 = 16 (áûëî)

Ãðóïïà S6 ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû:
(1)(2)(3)(4)(5)(6) - 1 øòóêà (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ)
(12)(3)(4)(5)(6) - 15 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íå÷åòíîé ñòåïåíüþ)
(123)(4)(5)(6) - 40 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé òðåì)
(1234)(5)(6) - 90 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íå÷åòíîé ñòåïåíüþ)
(12345)(6) - 144 øòóêè (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé ïÿòè)
(123456) - 120 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, âçàèìíî ïðîñòîé ñ 6)
(12)(34)(5)(6) - 45 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé ÷åòûðåì)
(12)(345)(6) - 120 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, âçàèìíî ïðîñòîé ñ 6)
(12)(3456) - 90 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íå÷åòíîé ñòåïåíüþ)
(123)(456) - 40 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé òðåì)
(12)(34)(56) - 15 øòóê (ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ñòåïåíüþ, íå êðàòíîé òðåì)
Ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè 60. Ðàññìàòðèâàòü ñòåïåíè, áîëüøèå 30, íå èìååò
ñìûñëà. Âûïèñûâàòü ñóììû ñ õîòü îäíèì òðåõçíà÷íûì ñëàãàåìûì - òàêæå áåññìûñëåííî. Ïðî÷èå:
Ñòåïåíü 10. 1 + 40 + 45 + 40 = 126 (ìíîãî)
Ñòåïåíü 15. 1 + 15 + 90 + 45 + 90 = 241 (ìíîãî)
Ñòåïåíü 20. 1 + 40 + 40 = 81
Ñòåïåíü 30. 1 + 45 = 46
Ê ýòîìó ìîìåíòó ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ òàêîâû: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 16, 21, 24, 25, 36, 40, 45, 46, 56, 60, 80, 81, 96.
Òåïåðü ïðèøëî âðåìÿ èññëåäîâàòü n ≥ 7. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàêîé-òî öèêëè÷åñêèé òèï áûâàåò
äàííîé ñòåïåíüþ è ïåðåñòàíîâîê òàêîãî òèïà íå ìåíüøå 96, òî ýòà ñòåïåíü íàñ íå èíòåðåñóåò - òàêèõ
áóäåò óæå ìèíèìóì 96. Îïèøåì âñå öèêëè÷åñêèå òèïû, êîòîðûõ ìàëî.
Ëåììà. Ïî÷òè âñåãäà (ñïèñîê èñêëþ÷åíèé áóäåò ïîëó÷åí â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà)

n!
a1!a2!...an! ·

(
1
2

)a2 ·
(

1
3

)a3
. . . ·

(
1
n

)an ≥ 96
Èëè
a1!a2! . . . an! · 1a12a2 . . . nan ≤ n!

96 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèñûâàòü ïåðåñòàíîâêè èç îäíîãî ìàêñèìàëüíîãî öèêëà ìû íå áóäåì - èõ ìèíè-
ìóì 6! = 720 â êàæäîé ãðóïïå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðåñòàíîâêè â ãðóïïå S7. Âûïèøåì çíà÷åíèå
ýòîãî âûðàæåíèÿ è óáåäèìñÿ, ÷òî îíî ïî÷òè âñåãäà ìåíüøå 5040

96 = 52.5.
Ïåðå÷èñëÿåì öèêëè÷åñêèå ñòðóêòóðû
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 7→ 7!
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2 7→ 5!2
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1 + 1 + 1 + 1 + 3 7→ 4!3
1 + 1 + 1 + 2 + 2 7→ 3!2!22 = 48
1 + 1 + 1 + 4 7→ 3!4 = 24
1 + 1 + 2 + 3 7→ 2!2 · 3 = 12
1 + 1 + 5 7→ 2!5 = 10
1 + 2 + 2 + 2 7→ 3!23 = 48
1 + 2 + 4 7→ 2 · 4 = 8
1 + 3 + 3 7→ 2!32 = 18
1 + 6 7→ 6
2 + 2 + 3 7→ 2!22 · 3 = 24
2 + 5 7→ 2 · 5 = 10
3 + 4 7→ 3 · 4 = 12
Ìû âèäèì, ÷òî êàæäîãî öèêëåííîãî òèïà, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ â ïåðâûõ òðåõ ñòðîêàõ, áîëüøå
ñîòíè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ïåðåñòàíîâêå íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ åñòü íàáîð öèêëîâ íà ñåìè
ýëåìåíòàõ èç íèæíåé ÷àñòè ýòîãî ñïèñêà, òî òàêîé íàáîð ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü - òàêèõ ïåðåñòà-
íîâîê çàâåäîìî áîëüøå ñîòíè. Äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ ðàçáèâêó îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ
íà íóæíûå öèêëû, à íà ïåðâûõ ñåìè äåëàòü íàøè ïåðåñòàíîâêè. Êðîìå òîãî, íå ìîæåò áûòü öèêëà
äëèíû áîëåå 5 - óæå ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü òàêîé öèêë èç äàííûõ ýëåìåíòîâ ìèíèìóì 5!
Èññëåäóåì äàëüøå. Âûïèøåì òå ïåðåñòàíîâêè S8, èç êîòîðûõ óäàëåíèåì íåïîäâèæíîãî ýëåìåíòà íå
ïîëó÷àþòñÿ çàïðåùåííûå ïåðåñòàíîâêè äëèíû 7.
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 7→ 8!
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2 7→ 6!2
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 3 7→ 5!3 = 360 < 40320/96
2 + 2 + 2 + 2 7→ 4!24 = 384
2 + 2 + 4 7→ 2!22 · 4 = 32
2 + 3 + 3 7→ 2!2 · 32 = 36
3 + 5 7→ 3 · 5 = 15
4 + 4 7→ 2!42 = 32
Ïðîäîëæàåì. S9, íåëüçÿ âû÷åðêíóòü öèêëû äëèíû 1 èëè 2 áåç ïîïàäàíèÿ â ïëîõèå ñëó÷àè.
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 7→ 9!
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2 7→ 7!2
3 + 3 + 3 7→ 3!33 = 81 < 9!/96
4 + 5 7→ 20
Ñïèñîê äëÿ S10 óæå ñîâñåì ìàëåíüêèé.
5 + 5 7→ 50
ïðîäîëæàòü äàëüøå íå èìååò ñìûñëà. Åñëè íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê - âûêèíåì ëþáîé öèêë è ïî-
ïàäåì â ñèòóàöèþ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåñòàâëÿåìûõ ýëåìåíòîâ. Ïîâòîðÿÿ, ïðèäåì ê îäíîìó èç
çàïðåùåííûõ ñëó÷àåâ îò S7 äî S11.
Åñëè æå åñòü - âûêèíåì íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ïîòîì åùå è òàê äàëåå.
Èòàê, ïîëíûé ñïèñîê èñêëþ÷åíèé.
1) Òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà ïðè âñåõ n
2) Îòäåëüíàÿ òðàíñïîçèöèÿ ïðè n ≤ 14 (èõ C2

n øòóê)
3) Òðîéíûå öèêëû â S7

Îäíàêî åñëè òðàí÷ïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ k-ìè ñòåïåíÿìè, òî k - íå÷åòíî, à ñëåäîâàòåëüíî è ïàðû
òðàíñïîçèöèé ÿâëÿþòñÿ k-ìè ñòåïåíÿìè. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî k-ûõ ñòåïåíåé íå ìîæåò ñîäåðæàòü
ïåðåñòàíîâêè-òðàíñïîçèöèè.
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Àíàëîãè÷íî è ñ òðîéíûìè öèêëàìè - ïàðû öèêëîâ òîæå ïîäîéäóò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ýëåìåíòîâ áûëî ìàëî ìíîæåñòâî ñòåïåíåé äîëæíî ñîñòîÿòü òîëüêî èõ òîæ-
äåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè. Îíà îäíà è ýòîò ñëó÷àé äàâíî ó÷òåí.
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