Задача 200 (5 баллов)

Ответ: [image: image2.png]



Решение: Пусть при проведении [image: image4.png]


 прямых  треугольник разбивается на меньшие треугольники. Продолжения прямых за пределы треугольника вытираем. После этого  образуется граф, для которого введём обозначения:[image: image6.png]


- количество вершин на сторонах исходного треугольника, [image: image8.png]


- количество вершин внутри исходного треугольника,[image: image10.png]


- количество рёбер на сторонах исходного треугольника, [image: image12.png]


- количество рёбер внутри исходного треугольника,[image: image14.png]


- количество граней-треугольников.

Количество сторон всех граней равно [image: image16.png]3r



, а с другой стороны [image: image18.png]2P, + Py



, так как каждое внутреннее ребро является стороной для двух граней, а каждое внешнее ребро является стороной для одной грани.

Далее, сумма всех углов всех граней равна [image: image20.png]Tl



, а с другой стороны [image: image22.png]2B+ Bym—2m



, так как сумма углов возле каждой внутренней вершины равна [image: image24.png]2m



, сумма углов у вершин треугольника равна [image: image26.png]


, а у каждой другой внешней вершине сумма углов равна [image: image28.png]


.

Понятно, что количества внешних рёбер и внешних вершин равны.

Получаем равенства 

[image: image30.png]2P, + Py



                                                                               (1)

[image: image32.png]['=2B,+B;




                                                                         (2)

[image: image34.png]


                                                                                           (3)

Обозначим через [image: image36.png]


 количество рёбер, выходящих из -ой вершины, как известно, это степень вершины графа. При суммировании степеней всех вершин каждое ребро учитывается два раза, поэтому 

[image: image38.png]


  ,                                                                   (4)
для внутренних вершин 

[image: image40.png]


 ,                                                                          (5)

 а для внешних вершин 

[image: image42.png]BB
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  .                                                                   (6)

Подсчитаем количество областей, которое может образоваться при пересечении [image: image44.png]


  прямых. При образовании точки пересечения, через которую проходит [image: image46.png]


 прямых, количество областей уменьшается на [image: image48.png](1) (e=2)



, а именно на [image: image50.png]


 при образовании -ой внуренней вершины и на [image: image52.png](ar—2)iai—3)
B



 при образовании внешней вершины. Если прямые расположены в общем положении, то есть так, что через каждую точку пересечения прямых проходит ровно две прямых  и никакие две прямые не параллельны, то такими прямыми плоскость делится на [image: image54.png]mmtl



 частей – это известный факт. Так что если все точки пересечения находятся внутри треугольника, то всего получится [image: image56.png]mmtl



 частей, правда, не обязательно все из них треугольники. А при образовании кратных узлов, общее количество частей уменьшается на [image: image58.png]


. Получаем оценку

[image: image60.png]lay271)lay2=2) | yB2+B: (@i 2)le73)  mimid)
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                         (7)

Обозначим  [image: image62.png]


  для внутренних вершин, и [image: image64.png]


  - для внешних вершин. Причём ясно, что [image: image66.png]


 и для внутренних вершин и для внешних вершин. 

Тогда 

                                          [image: image68.png]2 (ai/2-1)ai/2-2) s (@im2)(a—3)
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=[image: image70.png]


.

Далее, для внутренних вершин из (5), (1) и (3) следует [image: image72.png]


, а для внешних вершин из (3) и (6) следует

 [image: image74.png]


.                                                                         (8)

Таким образом, 

[image: image76.png]


                                                                      (9)

Лемма  Пусть функция [image: image78.png]f(x)



 выпукла вниз и заданы числа [image: image80.png]a<b=c<d



  такие, что [image: image82.png]at+d=b+c



. Тогда    [image: image84.png]f(b) +flc) <fla) +f(d)




Доказательство: Из неравенство Йенсена имеем

[image: image85.png]f) <=
<@
@




[image: image86.png]c—-a d—-c
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Складываем полученные неравенства и получаем то, что нужно.

Функция [image: image88.png]Hixm1)

Fx)




, понятно, выпукла вниз. Поэтому, учитывая (6), из леммы следует, что минимальное значение [image: image90.png]


 при фиксированных числах [image: image92.png]


 и m достигается при таких [image: image94.png]


, при которых максимальное из них отличается от минимального не больше, чем на 1. Действительно, если среди [image: image96.png]


 есть отличающиеся не меньше, чем на 2, то большее из них уменьшив на 1, а меньшее из них увеличив на 1, мы уменьшим значение [image: image98.png]


. Именно такие наборы  [image: image100.png]


 мы далее и рассматриваем.

1)[image: image102.png]BB



 С учётом очевидного неравенства

[image: image104.png]By £2m+ 3



,                                                                                           (9)

поскольку все внешние вершины когут быть либо вершинами исходного треугольника либо образуются при пересечении [image: image106.png]


 прямых (прямая пересекает треугольник максимум в двух точках), и равенства (2) получаем [image: image108.png]r=7



. Случай неинтересный, так как уже при [image: image110.png]


 [image: image112.png]T(4) =8



.

2)[image: image114.png]PR



 Из (2) получаем [image: image116.png]


. Случай неинтересный, так как у нас [image: image118.png]



3)[image: image120.png]


 Из (2) получаем 

[image: image122.png]


.                                                                                 (10)

Пусть [image: image124.png]51



 – количество слагаемых [image: image126.png]


 , а [image: image128.png]82



 – количество слагаемых [image: image130.png]


 . Тогда из системы 
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получаем  [image: image134.png]P
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, [image: image136.png]52
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   и также с учётом (10) получаем 

 [image: image138.png]yET+81+30% =2m—5+=—— =+



                                 (11)

Подставляем (11) в (7), а также учитывая условие 

      [image: image140.png]


                                                                                                              (12)

получаем неравенство [image: image142.png]


, из которого следует 

[image: image143.png]



4)[image: image145.png]


 Из (2) получаем 

[image: image147.png]By >m-—3



.                                                                                 (13)

Пусть [image: image149.png]51



 – количество слагаемых [image: image151.png]


 , а [image: image153.png]82



 – количество слагаемых [image: image155.png]


 . Тогда из системы 
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получаем  [image: image159.png]TR
2
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, [image: image161.png]-m+3+B



 . Пусть [image: image163.png]g1t



 – количество слагаемых [image: image165.png]


 , а [image: image167.png]1*



 – количество слагаемых [image: image169.png]


 , соответствующих внешним вершинам, а [image: image171.png]§21



 – количество слагаемых [image: image173.png]


 , а [image: image175.png]§2°



 – количество слагаемых [image: image177.png]


 , соответствующих внутренним  вершинам. Получаем систему 

                                                 [image: image179.png]611+ 361° =B,
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  ,

где первые три уравнения следуют из определения, а четвёртое из (8). Решаем систему, находим [image: image181.png]§2' =m+3-By,



и как  следствие [image: image183.png]By =m+3



. И далее  получаем 
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                                 (14)

Подставляем (14) в (7), а также учитывая условие (12). получаем неравенство [image: image187.png]


, из которого следует 

[image: image188.png]



В результате, получаем оценку снизу [image: image190.png]



Построим подтверждающий пример 




12 прямых триангулируют треугольник на 48 треугольников. Внешние вершины делят каждую сторону правильного треугольника в отношении [image: image192.png]


, где [image: image194.png]


 корень уравнения

[image: image195.png]463 —86°+66 —-1=0




[image: image196.png]0228





Результат следует из  простых рассмотрений, например, с помощью векторов.

Замечание  Из (14) при [image: image198.png]


   следует оценка[image: image200.png]


.
