
ММ 263 (5 баллов) 

Ответ: Количество решений может быть либо бесконечным либо принимать 

одно из значений 0,1,2. 

Решение: Рассмотрим функцию  𝑓(𝑥) = ⌊3𝑥⌋{𝑥} − ⌊𝑥⌋{3𝑥} и для неё несколько 

случаев: 

 1)𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 +
1

3
 

3𝑛 ≤ 3𝑥 < 3𝑛 + 1 

⌊𝑥⌋ = 𝑛, {𝑥} = 𝑥 − 𝑛, ⌊3𝑥⌋ = 3𝑛, {3𝑥} = 3𝑥 − 3𝑛, 

𝑓(𝑥) = 3𝑛(𝑥 − 𝑛) − 𝑛(3𝑥 − 3𝑛) = 0 

2)𝑛 +
1

3
≤ 𝑥 < 𝑛 +

2

3
 

3𝑛 + 1 ≤ 3𝑥 < 3𝑛 + 2 

⌊𝑥⌋ = 𝑛, {𝑥} = 𝑥 − 𝑛, ⌊3𝑥⌋ = 3𝑛 + 1, {3𝑥} = 3𝑥 − 3𝑛 − 1, 

𝑓(𝑥) = (3𝑛 + 1)(𝑥 − 𝑛) − 𝑛(3𝑥 − 3𝑛 − 1) = 𝑥 

3) 𝑛 +
2

3
≤ 𝑥 < 𝑛 + 1 

3𝑛 + 2 ≤ 3𝑥 < 3𝑛 + 3 

⌊𝑥⌋ = 𝑛, {𝑥} = 𝑥 − 𝑛, ⌊3𝑥⌋ = 3𝑛 + 2, {3𝑥} = 3𝑥 − 3𝑛 − 2, 

𝑓(𝑥) = (3𝑛 + 2)(𝑥 − 𝑛) − 𝑛(3𝑥 − 3𝑛 − 2) = 2𝑥. 

Так что функция 𝑓(𝑥) имеет вид  

 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 0, 𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 +

1

3
,

𝑥, 𝑛 +
1

3
≤ 𝑥 < 𝑛 +

2

3
,

2𝑥, 𝑛 +
2

3
≤ 𝑥 < 𝑛 + 1, 𝑛 ∈ 𝑍

 

Пусть 

𝐴0 = ⋃ [𝑛, 𝑛 +
1

3
)𝑛∈𝑍 , 𝐴1 = ⋃ [𝑛 +

1

3
, 𝑛 +

2

3
)𝑛∈𝑍 , 𝐴2 = ⋃ [𝑛 +

2

3
, 𝑛 + 1)𝑛∈𝑍 .  

 



Функция 𝑓(𝑥)  принимает значение 0  только при 𝑥 ∈ 𝐴0. Поэтому решения 

уравнения 𝑓(𝑥) = 0 образуют множество 𝐴0. 

На множестве  𝐴1 функция 𝑓(𝑥) = 𝑥 монотонно возрастает. 

Поэтому при каждом значении 𝐶 ∈ 𝑓(𝐴1) = ⋃ [𝑛 +
1

3
, 𝑛 +

2

3
)𝑛∈𝑍   уравнение 

𝑓(𝑥) = 𝐶 на множестве 𝐴1 имеет ровно одно решение 𝑥 = 𝐶. 

На множестве  𝐴2 функция 𝑓(𝑥) = 2𝑥 монотонно возрастает. 

Поэтому при каждом значении 𝐶 ∈ 𝑓(𝐴2) = ⋃ [2𝑛 +
4

3
, 2𝑛 + 2)𝑛∈𝑍  уравнение 

𝑓(𝑥) = 𝐶 на множестве 𝐴2 имеет ровно одно решение 𝑥 =
𝐶

2
. 

1) 𝐶 ∈ 𝑓(𝐴1) ∩ 𝑓(𝐴2) = ⋃ [2𝑛 +
4

3
, 2𝑛 +

5

3
)𝑛∈𝑍 ⇒ 𝑥 = 𝐶,

𝐶

2
 

2) 𝐶 ∈ 𝑓(𝐴1)\𝑓(𝐴2) = ⋃ [2𝑛 +
1

3
, 2𝑛 +

2

3
)𝑛∈𝑍 ⇒ 𝑥 = 𝐶 

3) 𝐶 ∈ 𝑓(𝐴2)\𝑓(𝐴1) = ⋃ [2𝑛 +
5

3
, 2𝑛 + 2)𝑛∈𝑍 ⇒ 𝑥 =

𝐶

2
 

4) 𝐶 ∈ 𝑅\({0} ∪ 𝑓(𝐴1) ∪ 𝑓(𝐴2))=⋃ ([2𝑛, 2𝑛 +
1

3
) ∪ [2𝑛 +

2

3
, 2𝑛 +

4

3
)) \𝑛∈𝑍

{0} ⇒ 𝑥 ∈ ∅ 

Окончательный ответ: 

Уравнение 𝑓(𝑥) = 𝐶  

имеет бесконечное множество корней при 𝐶 = 0; 

имеет ровно два корня при 𝐶 ∈ ⋃ [2𝑛 +
4

3
, 2𝑛 +

5

3
) ;𝑛∈𝑍  

имеет ровно одно корень при 𝐶 ∈ ⋃ ([2𝑛 +
1

3
, 2𝑛 +

2

3
) ∪ [2𝑛 +𝑛∈𝑍

5

3
, 2𝑛 + 2)); 

не имеет ни одного корня при 𝐶 ∈ ⋃ ([2𝑛, 2𝑛 +
1

3
) ∪ [2𝑛 +

2

3
, 2𝑛 +

4

3
)) \𝑛∈𝑍

{0}. 

 

Рассмотрим уравнение ⌊𝑚𝑥⌋{𝑥} − ⌊𝑥⌋{𝑚𝑥} = 𝐶,𝑚 ∈ 𝑁. 

Введем функцию 𝑓(𝑥) = ⌊𝑚𝑥⌋{𝑥} − ⌊𝑥⌋{𝑚𝑥} 

Проводим аналогичный анализ: 

𝑟 = 0,1,… ,𝑚 − 1 



𝑛 +
𝑟

𝑚
≤ 𝑥 < 𝑛 +

𝑟 + 1

𝑚
 

𝑚𝑛 + 𝑟 ≤ 𝑚𝑥 < 𝑚𝑛 + 𝑟 + 1 

⌊𝑥⌋ = 𝑛, {𝑥} = 𝑥 − 𝑛, ⌊𝑚𝑥⌋ = 𝑚𝑛 + 𝑟, {𝑚𝑥} = 𝑚𝑥 −𝑚𝑛 − 𝑟, 

𝑓(𝑥) = (𝑚𝑛 + 𝑟)(𝑥 − 𝑛) − 𝑛(𝑚𝑥 −𝑚𝑛 − 𝑟) = 𝑟𝑥 

 

Получается, что при 𝑟 = 0,1,… ,𝑚 − 1 на каждом из множеств 

𝐴𝑟 =⋃[𝑛 +
𝑟

𝑚
, 𝑛 +

𝑟 + 1

𝑚
)

𝑛∈𝑍

 

функция 𝑓(𝑥) = 𝑟𝑥. 

1) Функция 𝑓(𝑥)  принимает значение 0  только при 𝑥 ∈ 𝐴0. Поэтому 

решения уравнения 𝑓(𝑥) = 0 образуют множество 𝐴0 (состоящее из 

бесконечного числа точек на числовой прямой). 

2) 𝑟 = 1,… ,𝑚 − 1.  

На множестве  𝐴𝑟 функция 𝑓(𝑥) = 𝑟𝑥 монотонно возрастает. 

Поэтому при каждом значении 𝐶 ∈ 𝑓(𝐴𝑟) = ⋃ [𝑟𝑛 +
𝑟2

𝑚
, 𝑟𝑛 +

𝑟(𝑟+1)

𝑚
)𝑛∈𝑍  

уравнение 𝑓(𝑥) = 𝐶 на множестве 𝐴𝑟  имеет ровно одно решение 𝑥 =
𝐶

𝑟
. 

Таким образом, при 𝐶 ≠ 0 уравнение имеет не более, чем (𝑚 − 1) корней. 

При каждом 𝑚 = 2,3,… ,17 найдено максимальное количество корней 𝑀𝑚.  

Оказывается, что всевозможные значения пробегают все натуральные числа 

до 𝑀𝑚 

𝑚 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

𝑀𝑚 1 2 3 4 4 4 5 6 5 5 6 6 7 8 7 7 

 



 


