
ÌÌ185. Êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1 ðàçðåçàëè íà 100 ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ñ ñóììîé ïåðèìåòðîâ P. Íàéòè äèàïàçîí âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

P.

Ðåøåíèå.

Ðåøàåì çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ n.
Êàæäàÿ ñòîðîíà ëþáîãî èç ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïàðàëëåëüíà

îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà.
Â ñóììó ïåðèìåòðîâ P âîéäóò ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêîâ,

ëåæàùèõ íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà è âíóòðè íåãî. Âíóòðåííèå

ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ îáùèìè ñðàçó äëÿ 2-õ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîýòîìó
ñóììà âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ îòðåçêîâ âõîäèò â P ñ êîýôôèöèåíòîì

2, à âíåøíèå ãðàíèöû - 1 (èõ ñóììà ðàâíà 4).
Ïðîâåä¼ì òàêîå ðàçáèåíèå, ñíà÷àëà âåðòèêàëüíóþ ëèíèþ ïî

âñåìó êâàäðàòó ïîñåðåäèíå (ìîæíî ãîðèçîíòàëüíóþ, à äàëåå

ïðîâîäèì âåðòèêàëüíûå), à ïîòîì ëåâóþ ïîëîâèíó ðàçîáü¼ì ãîðèçîíòàëüíûìè

îòðåçêàìè íà n− 1 ïðÿìîóãîëüíèê:

Íàõîäèì íèæíþþ ãðàíèöó çíà÷åíèÿ P , ñäâèíåì âåðòèêàëüíóþ

ëèíèþ âëåâî:

Ïîëó÷àåì:
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Îñíîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ëåâîé ÷àñòè ðàçáèåíèÿ ìîæíî

ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè, òîãäà ñóììó âñåõ ãðàíè÷íûõ îòðåçêîâ
âíóòðè êâàäðàòà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1. Â

ýòîì ñëó÷àå P ≈ 4+2·1 = 6. Ýòî è áóäåò íèæíåé (íåäîñòèæèìîé)
ãðàíüþ çíà÷åíèé P .

Çíà÷åíèå P < 6 ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñóììû âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ

ãðàíè÷íûõ îòðåçêîâ âíóòðè êâàäðàòà. Õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ

ñóìì äîëæíà áûòü íå ìåíüøå 1, èíà÷å ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå,
â êîòîðîì áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íå ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü

(äàæå íå âûïóêëàÿ).

Òåïåðü íàõîäèì âåðõíþþ ãðàíèöó, ñäâèãàåì èñõîäíîå ðàçáèåíèå

âïðàâî:

Ïîëó÷àåì

Îñíîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ëåâîé ÷àñòè ðàçáèåíèÿ ìîæíî

ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè ê 1, òîãäà ñóììó âñåõ ãðàíè÷íûõ
îòðåçêîâ âíóòðè êâàäðàòà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêîé

ê n − 1. Â ýòîì ñëó÷àå P ≈ 4 + 2 · (n− 1) = 2n + 2. Ýòî è
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áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ çíà÷åíèé P . Ïðè÷¼ì ýòî çíà÷åíèå âïîëíå

ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðîñòî �íàðåçàòü� ïðÿìîóãîëüíèêè ñëîÿìè:

Ïîêàæåì, ÷òî áîëüøåå çíà÷åíèå P ïðèíÿòü íå ìîæåò. Ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü äàíû 2 ïðÿìîóãîëüíèêà, îáà ïëîùàäè S,
ïåðâûé ñî ñòîðîíàìè a1 è b1, âòîðîé - a2 è b2, ò.å. a1 · b1 =
a2 · b2 = S. Ïðè ýòîì a1 > b1 > 0, a2 > b2 > 0, a1 > a2, òîãäà
a1+b1 > a2+b2, ò.å. ïåðèìåòð ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áîëüøå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ïëîùàäè S

ñî ñòîðîíîé x, òîãäà âòîðàÿ ñòîðîíà S
x
, ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà

P (x) = 2
(
x+ S

x

)
, P

′
= 2

(
1− S

x2

)
, P

′
> 0 ïðè x >

√
S, P (x)

ðàñò¼ò ñ ðîñòîì x ïðè x >
√
S, ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê åäèíè÷íîìó êâàäðàòó. Ïóñòü íàøëîñü

òàêîå ðàçáèåíèå ýòîãî êâàäðàòà íà n ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðè

êîòîðîì ñóììàðíûé ïåðèìåòð áîëüøå 2n+2. Íàõîäèì ïëîùàäè

âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íàïðèìåð ýòî áóäóò S1, S2, ... , Sn.

n∑
k=1

Sk = 1

Ðàññìîòðèì �ñëîåâîå� ðàçðåçàíèå êâàäðàòà, ò.å. ãîðèçîíòàëüíûìè
åäèíè÷íûìè îòðåçêàìè. Ïðè ýòîì âûñîòó ñàìîãî âåðõíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà

ïðèìåì ðàâíîé h1 = S1, ñëåäóþùåãî h2 = S2, è òàê äàëåå, äî
hn = Sn,

n∑
k=1

hk = 1

Òàêèì îáðàçîì, òàêîå ðàçðåçàíèå âîçìîæíî. Íî íèêàêàÿ

ñòîðîíà ëþáîãî èç n ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå
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1, òîãäà ñóììà ïåðèìåòðîâ ïðè �ñëîåâîì� ðàçðåçàíèè ïî êðàéíåé
ìåðå íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììû ïðè ïåðâîì, îíà ðàâíà
2n+ 2, ò.å. ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äèàïàçîí âîçìîæíûõ çíà÷åíèé P: 6 < P 6 2 (n+ 1).
Ïðè n = 100 ïîëó÷àåì 6 < P 6 202.

Ìîæíî îáîáùèòü ðåøåíèå çàäà÷è - ðàçðåæåì ïðÿìîóãîëüíèê

ñî ñòîðîíàìè a è b, ïóñòü a > b, ðàññóæäàåì òàê æå êàê è

â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ïîëó÷àåì äèàïàçîí âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé P:

2 (a+ 2b) < P 6 2 (na+ b)

Ýòà îöåíêà âåðíà òàêæå äëÿ ïàðàëëåëîãðàììîâ, ðàçðåçàåìûõ
íà n ïàðàëëåëîãðàììîâ, ëèíèè ðàçðåçîâ, êîíå÷íî, ïàðàëëåëüíû
ñòîðîíàì èñõîäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà.
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