
ÌÌ170 (8 áàëëîâ)

Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñêëåèëè èç åäèíè÷íûõ íåêðàøåíûõ êóáèêîâ.
Ïîñëå ýòîãî òðè ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà ïîêðàñèëè â êðàñíûé öâåò. Îñòàëüíûå
òðè ãðàíè ïîêðàñèëè â ñèíèé, æåëòûé è çåëåíûé öâåòà (ïî îäíîé â êàæäûé
öâåò). Îêàçàëîñü, ÷òî íåêðàøåíûõ êóáèêîâ â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì êóáèêîâ,
èìåþùèõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó êðàñíóþ ãðàíü. Êîëè÷åñòâà êóáèêîâ,
èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó ñèíþþ (æåëòóþ, çåëåíóþ) ãðàíü òàêæå ÿâëÿþòñÿ
äåëèòåëÿìè êîëè÷åñòâà íåêðàøåíûõ êóáèêîâ. Íàéòè îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü ð¼áðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà a, b, c. Íåêðàøåííûõ

êóáèêîâ áóäåò

NH = (a− 2) (b− 2) (c− 2) = abc− 2 (ab+ ac+ bc) + 4 (a+ b+ c)− 8

Î÷åâèäíî, ÷òî a, b, c > 5, èíà÷å íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå - íåêðàøåíûõ
êóáèêîâ â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì êóáèêîâ, èìåþùèõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó
êðàñíóþ ãðàíü.

Åñòü äâà ñëó÷àÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òð¼õ ãðàíåé, îêðàøåííûõ â

êðàñíûé öâåò - îíè èëè èìåþò îáùóþ âåðøèíó èëè òàêîé âåðøèíû íåò.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, òîãäà êîëè÷åñòâî êóáèêîâ, èìåþùèõ, ïî

êðàéíåé ìåðå, îäíó êðàñíóþ ãðàíü, ðàâíî

NK = ab+ a (c− 1) + (b− 1) (c− 1) = ab+ ac+ bc− (a+ b+ c) + 1

Êîëè÷åñòâà êóáèêîâ, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó ñèíþþ (æåëòóþ, çåëåíóþ)
ðàâíî ab, ac, bc. Ïî óñëîâèÿì çàäà÷è NH = 2NK , ab |NH , ac |NH , bc |NH .

Òîãäà èç NH = 2NK ïîëó÷àåì

abc− 4 (ab+ ac+ bc) + 6 (a+ b+ c)− 10 = 0

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > b > c > 5.
Íàõîäèì a :

a =
10− 6c+ (4c− 6) b

6− 4c+ (c− 4) b

Ñ÷èòàÿ c ïàðàìåòðîì, ñòðîèì ãðàôèê, íàïðèìåð, ïðè c = 5:
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Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ãðàôèê àíàëîãè÷åí, èíòåðåñóþò òî÷êè
ãðàôèêà ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè â ïðàâîé âåòâè âûøå ïðÿìîé

y = x. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äî c = 10, ò.ê. ïðè

c = b = 11 çíà÷åíèå a < 10. Ïðîâåðÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà îò 5 äî

10 íàõîäèòñÿ òîëüêî 9 òðîåê (a, b, c), ýòî (190,15,5) , (102,16,5) , (58,18,5) ,
(36,22,5) , (30,25,5) , (77,10,6) , (43,11,6) , (26,13,6) , (72,8,7). Íî íè äëÿ îäíîé
òðîéêè íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ äåëèìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå êîãäà
òðè ãðàíè, îêðàøåííûå â êðàñíûé öâåò èìåþò îáùóþ âåðøèíó - ðåøåíèé
íåò.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. 2 ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè ñî ñòîðîíàìè a è
b ïîêðàøåíû â êðàñíûé öâåò, åù¼ â íåãî ïîêðàøåíà ãðàíü ñî ñòîðîíàìè a
è c. Òîãäà êîëè÷åñòâî êóáèêîâ, èìåþùèõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó êðàñíóþ
ãðàíü, ðàâíî

NK = 2ab+ a (c− 2)

Èç óñëîâèÿ NH = 2NK ïîëó÷àåì
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abc− 2 (ab+ ac+ bc) + 4 (a+ b+ c)− 8 = 4ab+ 2a (c− 2)

abc− 6ab− 4ac− 2bc+ 8a+ 4 (b+ c)− 8 = 0

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a > b > 5,c > 5. Òîãäà

a =
8− 4c+ 2 (c− 2) b

8− 4c+ (c− 6) b
= 1 +

(c+ 2) b

8− 4c+ (c− 6) b

Êðîìå ýòîãî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ äåëèìîñòè ac |NH , bc |NH .
Âèä ãðàôèêà ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå.

Äðóãîé ñëó÷àé b > a > 5,c > 5. Òîãäà

b =
4 (2− c) + 4 (c− 2) a

4− 2c+ (c− 6) a

Êðîìå ýòîãî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ äåëèìîñòè ac |NH , bc |NH .
Ïåðåáèðàÿ ýòè íàáîðû, íàõîäèì ðåøåíèÿ çàäà÷è: (a, b, c) = (12, 6, 20) è

(a, b, c) = (8, 10, 12)
Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí 960 èëè 1440.
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